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Kapittel 8

Gruble 17

(a) (b)

a) Da det rode kvadratet har sidelengde a og det grgnne kvadratet har sidelengde
b, har det stgrste kvadratet sidelengde a + b. Hver av de hvite rektanglene har
areal ab. Dermed har vi at

Asmrst kvadrat — Are}dt kvadrat + Agrqmt kvadrat 1 2Ahvitt rektangel
(a+b)* = a® +b° + 2ab

b) Det bla kvadratet har sidelengde a — b. Hver av de hvite rektanglene har areal
(a — b)b. Dermed har vi at

Astorst kvadrat = Ablatt kvadrat + Agront kvadrat + 2Ahvitt rektangel
a® = (a—0)° +b* +2(a —b)b
a® = (a —b)® + b + 2ab — 2b°

a® —2ab+b> = (a — b)?

ll2 - b2 = Asmrst kvadrat — Agmnt kvadrat
= Ablatt kvadrat + 2Anvitt rektangel
= (a—Db)>+2(a—b)b
= (a—b)(a — b+ 2b)
= (a—b)(a+D)



Gruble 18

Vi lar
E=(a+¢0) F=(0,b+4d)
Med OFE som grunnlinje har AOFEB hgyde b, altsa er
2Ap0EB = (a+c)b

Tilsvarende er
2AAFDO = (b + d)C

Da Aroer = Arcpr o8 Aarpo = AaeBc, har vi at

Apaeep = Agorcr — 2Ar0BE — 2AAFDO
=(a+c)b+d)—(a+c)b— (b+d)c
=(a+c)d— (b+d)c

= ad — bc
Gruble 23
Vi har at
yo
T d
Dermed er
a—c %*Cic(b—d) _c_a
b—d b—d db—d)  d b
Gruble 24

Gitt et tall n = abc, hvor a, b og c er sifrene til tallet Da har vi at

n = 100a + 10b + ¢
=99 +99% +a+b+c

Leddene med 99 som faktor er delelige med 3, og dermed er n delelig med 3 hvis
a + b+ c er delelig med 3.
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Kapittel 9
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Kapittel 10

7?7

a) Av (I) har vi at

T—y=>5
y=x—>5
Av (II) har vi at
r+y=9
y=9—=x

De to uttrykkene for y er uttrykket for to rette linjer, som henholdsvis sam-
menfaller med uttrykkene for f(z) og g(z).

b) Nar f(z) = g(x), har vi at

r—5=9—zx
2x = 14
r=17

Videreerday =9 —7=2. Altsderx =7 og y = 2.
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Gruble 36
For skjaeringspunktet til f og C'D har vi at

f(z) =5
—2x+9=5
—2x =—-4
=2
Altsa er E = (2,5) den éne skjeeringspunktet. For skjeeringspunktet til f og BC
har viat z = 4. Daer f(4) = —2-4+9 = 1. Altsd er F = (4,1) det andre
skjeeringspunktet. FC = 2 og F'C' = 4. Dermed er
2.4
Apgpro = —— =4
2
Y
9 -
f
D E C
» [
x
A B
Gruble 39

a) Ved & gange ut parentesene far vi at
(x+2)(x—4) =2’ —dox+20—8=2"—20—8=21"—22 -8
Dette tilsvarer funksjonsuttrykket til f.

b) Av uttrykket fra a), finner vi at f =0 ndr © = —2 og x = 4.
¢) Vi har at

[(=3)=(=3+2)(=3-4)=(-1)- (-7) =7
) =6+2)6B-4)=7-1=17

Altsd er A = (—3,7) og B = (5,7). For bade A og B er horisontalavstanden til
bunnpunktet 4.

d) To punkt med lik horisontalavstand til bunnpunktet vil ha samme y-verdi.
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Kapittel 11

Gruble 47
Alternativ 1

B

Av Pytagoras’ setning pa AACB har vi at

BC = +/62 + 22 = /40 = 2/10

ANACB ~ ADCE fordi begge er rettvinklede og ZBCA = ZECD (de er toppvin-
kler). Dermed har vi at

CE _ BC
DE ~ AB
CE _2/10
1 2
CE =10

Altsa er

BE = BC + CE = 210 + V10 = 3v10

Alternativ 2

AACB ~ ADCE fordi begge er rettvinklede og /ZBCA = ZECD (de er toppvin-
kler). Dermed har vi at

cp _ Ac
DE AB
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Av Pytagoras’ setning pa AFBE har vi at

BE =\/BF? + EF? = \/(6+3)2 + (2+ 1)2 = V90 = 3V10
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Gruble 42

Vi har at
T+x
5 -3=15
(7+2)-3=30
7+x=10
r=3
Gruble 43

Av Pytagoras’ setning pa AABC har vi at
AC® = BC? — AC?
AC? =5° - 37
AC = V16
AC =4

Dermed er arealet til trapeset
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Gruble 44
Vi setter den ukjente siden lik a. Da ma vi enten ha at

a=1+924122=3v9+16=3-5=15

eller at
a=1+/122 -92 =316 — 9 = 37
Gruble 45
C
A D B

a) Da AABC er likesidet, er D midpunktet pA AB. Dermed er
AB s

2 2

AACD er en trekant med vinkler lik 30°, 60° og 90° og AC' = 2AD. Altsa er
den lengste siden dobbelt sa lang som den korteste.

b) Av Pytagoras’ setningpd AADC har vi at

AD =DB =

CD? = AC? — AD?

2 1)2
s” + (2

_ 3.2
T4
Altsa er
_ [3,_V3
CD = 45 = s
Gruble 51
g
I
C |h2
I
o O
A G B D H E

AAGB ~ ADHF fordi de har parvis parallelle sider. Fglgelig er

DE _ I
AB  m

17



DE =a-AB
Na har vi at

2AaaBc = AB -y

2Arppr = DE -ha =a- AB-ahy = a>AB -y

Dermed er
AADEF — g2
AnraBc
Gruble 52
F
|
9 | hg
1 h '
oot O
A G B D H
E = @ kan vi omskrive til
al az
b _ o
h2 - a2

NAGB ~ ADHF fordi de har parvis parallelle sider. Fglgelig er

BG _m _AC
HF hy DF

Da AABC ~ ADEF, har vi at

h_ AC _BC _AB
hs ~ DF EF DE

18



Gruble 55

a) Av Pytagoras’ setning er
s=+/h2+1r2

b) Arealet A. til sirkelen er A, = wr2. Buelengden til sektoren ma veere 27r, og
dermed har vi av regel 77 at arealet As til sektoren er

1
Ag = 55-2777":71'7“5

Altsa har vi at
Ao = A + As = 7r? +mrs=7r(r+s)

Gruble 56 Den stgrste sidelengden multiplisert med 3 ma utgjgre mer enn omkret-
sen til trekanten. Da 3 - 8 = 24, er dermed siden med lengde 8 en katet. Vi setter
den andre kateten lik a og hypotenusen lik c. Da har vi at

a+8++va2+82=40

Va2 +64=32—a
a®+64=(32—a)’
a®+2-32=2322—2.32a + d?
32-2=2a
15=a

Dermed er ¢ = v/152 4+ 64 = /189 = 17. Sidelengdene er 8, 15, og 17.

C
Aﬂ
A o) B

AAOC og ABOC er likebeint (OA = OC = OB). Dette betyr at

Gruble 50

ZCOA =180° — 2u , /BOC = 180° — 2v
Dermed har vi at

ZCOA + /BOC = 180° (1)
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180° — 2u + 180° — 2v = 180°
2(u +v) = 180°
u+v=90°

—~ o~ o~
=W N
T D =

Altsd er ZACB = v+ v = 90°.

Gruble 64

Vi lar D veere punktet der halveringslinja til ZACB skjerer AB. ADAC =2 ADBC
fordi de har CD felles og AC = BC (trekantene oppfyller altsa vilkar iii for form-
likhet, og ma da veere kongruente). Falgelig er /BDA = ZADC, og da er 2/DBA =
180°. Altsd er ZDBA = 90°, og da AD = BD, ligger DC' pa midtnormalen til AB.
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Gruble 58

A

a) ACDA ~ ABCA fordi begge er rettvinklede og de har ZBAC felles. Dermed

er
AC b
b) ABDA ~ ABCA fordi begge er rettvinklede og de har ZC'BA felles. Dermed
er
DB = BCBC = a—Q
~ AB o
¢) Vi har at
c=AD+ DB
¥ a®
c=—+ —
c c
& =b* +d’
Gruble ?7?

En regulaer sekskant kan deles in i seks kongruente, likesidete trekanter. Dette be-
tyr at ZC = 120°. Da AABC er likebeint, er derfor

2/BAC + 120° = 180°
ZBAC =30

Gruble 77
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AABD er likesidet fordi AD = AB = BD, og har dermed areal lik ;?ABQ =+/3.
Da /B = 60°, utgjor den grgnne sektoren é av sirklenes areal, fglgelig er arealet til
den grgnne sektoren % 22 = %’r Vi har at

areal til grgnt og blatt omrade = 2 - areal til grent omrade — Aaap
47
= — -3

3

Videre har vi at

areal til rgdt omrdade = areal til sirkel — 4 - areal til grgnt og blatt omrade

()
=4V3 - é7r
3
Gruble 77
C
F D
E
A "B

AEFC ~ ADF B fordi begge er rettvinklede, og ZCFE = ZBFD (de er toppvin-
kler). Dermed har vi at

EF FD
CF ~ BD (5)
Videre er
EF + FD = AD — AE (6)
Ved & lgse likningssettet vi far av (5) og (6), med hensyn pd EF og ED, far vi at
pr=AD—AF op : Fp—AD—AE ),

CE+ BD
Det doble arealet til AABC' er gitt som

CE+BD
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(AE + EF)CE + (AD — FD)BD
AD — AE
CE + BD

AD — AE

:(AE+ T CE+BD

CE) CE + (AD BC) BD

1
" CE+BD

=AD -CE+ AE-BD

[(AE-BD + AD -CE)CE + (AD - CE + AE - BD) BD]

23



Gruble 67
Alternativ 1 (sendt inn av Erika (15 &r))

Da I, F, G og H er midpunkt, er OHIFG et kvadrat. De grgnne trekantene i
OHIFG har grunnlinje med lik lengde, og hgyder som til sammen utgjgr en side-
lengde i OHIFG. Dermed utgjgr de halve omradet til OHIFG, og da ma de bla
trekantene utgjgre den andre halvparten. Utenfor [JH I F'G har vi né fire kongru-
ente trekanter, hvor to er bla og to er grgnne. Dermed er det bla omradet like stort
som det grgnne omradet bade innenfor og utenfor OHIF'G, og dermed er hele det
bla omradet like stort som hele det grgnne omradet.

D H C

Alternativ 2
Av & legge merke til trekanter med grunnlinje og hggde av lik lengde, finner vi at

Apare = AAFBE Apare = ArepI

AaBeE = AarcoE Aarupe = AaHCE

De éatte trekantene i likningene over utgjor hele JABCD uten a overlappe hveran-
dre, og hver likhet inneholder én bla og én grgnn trekant. Dermed ma arealet til det
bla omradet tilsvare arealet til det grgnne omradet.

D H C

Gruble 66
Vi lar r veere radien til sirkelen. Vi har at AS = ES = r, AF = 2, og at F'S =
FEF — SE =4 —r. Av Pytagoras’ setning med hensyn pa AAF'S er

AS? = AF? + SF?
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r?=2"4+(4-r)
r>=44+16—8r 41>

8r = 20
L5
T2

25



Gruble 7?7

a) Alternativ 1

A'b F B

Med hensyn pa vinkelsummen i AABC har vi at ZACB = 90 — 15° = 75°.
Vi lar D veere punktet pd AB slik at ZACD = 15°. Daer ZCDA = 75° og
/DCE = 60°. Videre lar vi E veere punktet pa BC slik at CD = CFE, da er
ACDE likesidet. Vi setter s = C'D. Med hensyn pa vinkelsummen i ACBD er
ZBDC = 180° — 15° — 60° = 105°, og da er ZFDE = 45°. Altsd er ADFE
rettvinklet og likebeint, som betyr at DF = % Altsa er

V3,
2
Vi uttrykker det doble arealet til ADFC pa to maéter:

CF=CG+GF = +g

DF-CA=GD-CF

s s (V3 s
4b = 5(v2 + V6)
s 4b
V2+16
Da AABC ~ ABFE, er
BC _ BE
AC — EF
a_a-—s
"%
sa —aV2 = —bsv2
a_, V2
b V2b—s
Altsa er 3
4b 2
z =V2+6

= ) b
b VA e Vo

26



Alternativ 2

A D "B
Med hensyn pé vinkelsummen i AABC har vi at ZACB = 90 — 15° = 75°.
Vi lar D veere punktet pd AB slik at ZACD = 15°. Da er ZCDA = 75° og
/DCFE = 60°, og dermed er ACDE en 30°, 60°, 90° trekant. Vi setter s = CE

ogc= AB.Daer DE = ?s og CE = 5. AABC ~ AACD ~ AEBD fordi
alle er rettvinklede og har en vinkel lik 15°. Dermed er

CD-AB = BC - AC

cs = ab

Videre har vi at

AC DE

I o
S|
|
ol

el

S

2ab — s
V/3s
V3c=2c—b

Altsa er
b

c=———
2-3
Av Pytagoras’ setning med hensyn pa AABC' er

=b(2+V3)

a®=b+ ¢

a® =b*(2+V3) + b
2
a

Da (\/§+\/6)2:8+4\/§, er

F=V2+V6

27



Alternativ 3

A D F B

Med hensyn pé vinkelsummen i AABC har vi at ZACB = 90 — 15° = 75°.
Vi lar D veere punktet pd AB slik at ZACD = 15°. Daer ZCDA = 75° og
/DCE = 60°. Videre lar vi FE veere punktet pa BC slik at CD = CFE, da er
ACDE likesidet. Vi setter s = CD, og ¢c = AB. AABC ~ AACD fordi begge
er rettvinklede, og ZACD = ZABC. Dermed er

AC b2

AD = AC— = —
CAB c

AC  ab
=BC— = —

s CAB c

Med hensyn pa vinkelsummen i ACBD er ZBDC = 180° — 15° — 60° = 105°,
og da er ZFDE = 45°. Altséd er ADF'FE rettvinklet og likebeint, som betyr at
DF =FFE = % Da AABC ~ FBE, er NACD ~ AFBE, og dermed er

EF-CD=AD-EB

B 26

a=cV2—bV/2

Av Pytagoras’ setning med hensyn pa AABC har vi at ¢? = a® — b%, og folgelig

er
a= \/i\/m —bV2
a+bvV2= ﬂ\/m
a® 4 2abv2 + 20° = 2(a® — b°)
—a® +2abv2 + 4b* = 0

Av abc-formelen har vi at

we —2bv/2 £ \/8b% + 1652
N 2

= (V2FV6)b

Vi forkaster den negative lgsningen for a, og far at

2=V2+V6

28



Aappc = Aaapc fordi med henholdsvis DB og AD som grunnlinje har de
lik hggde, og DB = AD. Altsa er AF - DC = EB - DC, og daer AF = EB.
Videre er ADAF = ADBE fordi begge er rettvinklede ZADF = /BDE (de
er toppvinkler), og AD = DB. Visetter xt = DE,a = EB ogb = AC. Da
ABCE er en 30°, 60°, 90° trekant, er EC = v/3a og BC' = 2a. Da ABGC er

en 45°, 45° | 90° trekant, er GB = %a. Da Aaagc = 2AApBC, har vi at

2
b-—a=2(+3a+z) a
7 ( )
b=+2(v3a +z)
Av lgsningen i oppgave a) har vi at AC = (v/2 + v/6)AF, og dermed er b =

aVv2(v/3 +1). Altsé er = a, som betyr at AAFD er en 45°, 45°, 90° trekant.
Ved a betrakte vinkelsummen i ACAF, finner vi da at

ZDAC = 180° — 15° — 90° — 45°
=30°
Alternativ metode for a vise at x = a
Av Pytagoras’ setning pa AACF har vi at
AC? = FC? + AF?
2(v3a+ z)? = (V3a + 22)* + d°

2 2
r =a

29



Gruble 71

a) Alternativ 1

A B B’ A

Vi lar AA'B'C’ vaere en speilet utgave av AABC. Da £C = £C', S = Bf;g,
og 2<% = B har vi av vilkar (iii) i regel 11.16 at AABC ~ ABA'C’. Mer
spesifikt betyr dette at AC er den samsvarende siden til B'C’, som betyr at

/B =/A"= /A

Alternativ 2

[ T] !
A B A l)_/___ B

Vi kan alltids konsturere en rettvinklet trekant AA’D'C’ hvor 2AD’ = AB
og A'C" = AC. Ved & la B’ vaere A’ speilet om C'D’, har vi at LA = 4B
og B'C’ = A'C. Dermed har AABC og AA'B’'C’ parvis like lange sider, og
er derfor kongruente. Da AB er den samsvarende siden til A’B’, er BC den
samsvarende siden enten til B'C’ eller til A’C’. Uansett hvilke to av disse det
er, har vi at ZA= /A" = /B, og tilsvarende er /B = /A" = /B’
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b) Vi plasserer D pa forlengelsen av C'B slik at CD = CA. Av oppgave a) er da
ZDAC = /D, som betyr at

/BAC < /D , /D—/BAC >0 (7)
Videre er ZC = 180° — 2/D, og da er
B =180° — /C — /BAC = 2/D — /BAC (8)
Av (7) og (8) har vi at
4B > /D
Dermed er
/BAC < 4D < /B
C
B
A T~ \
T~
D

¢) Hvis CD ligger utenfor AABC, har vi av Pytagoras’ setning at
(AB + DB)*> = AC® — CD?
Dette betyr at
(AB + DB)* < AC”
AB® < AC?
AB < AC

Da AB er den lengste siden i AABC, er dette en selvmotsigelse, og dermed ma
C'D ligge inni trekanten.

C

A B D

d) Ata+c > bogatb+c > afglger direkte av at ¢ er den stgrste lengden. Av
oppgave c) vet vi at CD ligger inni AABC, som vist i figuren under.

Av Pytagoras’ setning har vi at
¥ =AD*+h* |, a®=BD?+hK?
Som betyr at
b>AD , a>BD
Da c= AD + DB, er dermed
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