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Viktig kommentar om funksjoner

Som nevnt i MB, er funksjoner variabler som endrer seg i takt med at
andre variabler endrer seg. I denne boka vil det & skrive en funksjon

f som f(x) indikere at f endrer seg i takt med variabelen x. Sa lenge
det er etablert at x er en variabel, vil det derfor ikke veere noen forskjell
pa f og f(x), for eksempel kan vi skrive

f=flx) =2z (1)

En slik konvensjon gjgr at mange forklaringer far penere uttrykk, men
den krever at vi er bevisst hvordan paranteser brukes i sammenheng
med multiplikasjon og i sammenheng med funksjoner. Da ma vi tenke
over om et symbol star for en uavhengig variabel eller en variabel som
avhenger av en annen — altsa en funksjon. Slik (1) er formulert, er =
en uavhengig variabel og f en variabel avhengig av x. For en konstant
a er da

z(a) =z -a=azx
fla)=2-a=2a

Videre er
f—a=2zx—a
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Kapittel 1

Mengder og vilkar



1.1 Mengder

1.1.1 Definisjon

En samling av tall kalles en mengde!, og et tall som er en del av en
mengde kalles et element. Mengder kan inneholde et endelig
antall elementer og de kan inneholde uendelig mange elementer.

1.1 Mengder
For to tall a og b, hvor a < b, har vi at

[a,b] er mengden av alle tall stgrre eller lik a
og mindre eller lik b.

(a,b] er mengden av alle tall stgrre enn a
og mindre eller lik b.

[a,b) er mengden av alle reelle tall storre eller lik a
og mindre enn b.

[a, b] kalles et lukket intervall, (a,b) kalles et &pent
intervall, og bade (a, b] og [a,b) kalles halvipne intervall.

Mengden som inneholder bare a og b skrives som {a, b}.
At x er et element i en mengde M skrives som x € M.
At x ikke er et element i en mengde M skrives som x & M.

At mengden M bestar av mengdene M7 og My skrives som
M = My U Ms.

At x er utelatt av en mengde M skrives som M \ x

Sprakboksen
x € M uttales "z inneholdt i M”.

Mange tekster bruker ( istedenfor ( for & indikere apne (eller
halvapne) intervall.

'En mengde kan ogsa vaere en samling av andre matematiske objekter, som for
eksempel funksjoner, men i denne boka holder det & se pa mengder av tall.



Merk

Nar vi heretter i boka definerer et intervall beskrevet av a og b,
tar vi det for gitt at @ og b er to tall, og at a < b.

Eksempel 1

Mengden av alle heltall stgrre enn 0 og mindre enn 10 kan vi
skrive som

{1,2,3,4,5,6,7,8,9}

Denne mengden inneholder 9 elementer. 3 er et element i denne
mengden, og da kan vi skrive 3 € {1,2,3,4,5,6,7,8,9}

10 er ikke et element i denne mengden, og da kan vi skrive
10 ¢ {1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Eksempel 2

T uttrykket 0 7 x 7 1, erstatt 7 med et ulikhetssymbol slik at
uttrykket gjelder for alle x € M, og avgjgr om 1 er inneholdt i
M.

a) M =10,1]
b) M = (0,1]
c) M =10,1)
Svar

a) 0<z<1. Videreer 1 € M.
b) 0 <z < 1. Videre er 1 € M.

c) 0<z<1. Videreer 1 ¢ M.




1.2 Navn pa mengder

N Mengden av alle positive heltall!
Mengden av alle heltall?
Mengden av alle rasjonale tall

Mengden av alle reelle tall

a ®B © N

Mengden av alle komplekse tall

nneholder ikke 0.
2Tnneholder 0.

1.1.2 Symbolet for uendelig

Mengdene i definisjon 1.2 inneholder uendelig mange elementer. Noen

ganger gnsker vi & avgrense deler av en uendelig mengde, og da melder
det seg et behov for et symbol som er med pa & symbolisere dette. oo

er symbolet for en uendelig stor, positiv verdi.

Eksempel

Et vilkar om at x > 2 kan vi skrive som z € [2, 00).

Et vilkar om at < —7 kan vi skrive som z € (—o0, — 7).

Sprakboksen

De to intervallene i eksempelet over kan ogsa skrives som [2, —)
og (+,—1).

Merk

oo er ikke noe bestemt tall. A bruke de fire grunnleggende
regneartene alene med dette symbolet gir derfor ingen mening.




1.1.3 Verdi- og definisjonsmengder

1.3 Verdi- og definisjonsmengder
Gitt en funksjon f(x).

e Mengden som utelukkende inneholder alle verdier x kan
ha, er definisjonsmengden til f. Denne mengden skrives
som Dy.

e Mengden som utelukkende inneholder alle verdier f kan
ha ndr x € Dy, er verdimengden til f. Denne mengden
skrives som V7.

Eksempel 1

Figuren under viser f(z) =2z — 1, hvor Dy = [1,3]. Da er
Vi =[1,5].

Eksempel 2
Figuren under viser f(z) = 1, hvor Dy = [-3,—1] U [2,5]. Da er
Vi=[-1,-1] 0 [b4].

8




Merk

Definisjonsmengden til en funksjon bestemmes av to ting;
hvilken sammenheng funksjonen skal brukes i, og eventuelle
verdier som gir et udefinert funksjonsuttrykk. I Eksempel 1 pa
side 9 er definisjonsmengden helt vilkarlig valgt, siden funksjo-
nen er definert for alle z. I Eksempel 2 derimot er ikke funksjo-
nen definert for x = 0, s& en definisjonsmengde som inneholdt
denne verdien for z ville ikke gitt mening.

10




1.2  Vilkar

1.2.1 Symboler for vilkar

Symbolet = bruker vi for & vise til at hvis et vilkar er oppfylt, sa er
et annet (eller flere) vilkar ogsa oppfylt. For eksempel; i MB sa vi at
hvis en trekant er rettvinklet, er Pytagoras’ setning gyldig. Dette kan
vi skrive slik:

trekanten er rettvinklet = Pytagoras’ setning er gyldig

Men vi sé ogsa at det omvendte gjelder; hvis Pytagoras’ setning er
gyldig, ma trekanten veere rettvinklet. Da kan vi skrive

trekanten er rettvinklet <= Pytagoras’ setning er gyldig
Det er veldig viktig & veere bevisst forskjellen pa = og <= ; at

vilkar A oppfylt gir B oppfylt, trenger ikke & bety at vilkar B oppfylt
gir vilkédr A oppfylt!

Eksempel 1

firkanten er et kvadrat = firkanten har fire like lange sider

Eksempel 2
tallet er et primtall stgrre enn 2 = tallet er et oddetall

Eksempel 3
tallet er et partall <= tallet er delelig med 2

11
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1.2.2 Funksjoner med vilkar

Funksjoner kan gjerne ha flere uttrykk som gjelder ved forskjellige
vilkar. Da sier vi at funksjonen har delt forskrift. La oss for eksem-

pel definere en funksjon f(x) slik:

For x < 1 er funksjonsuttrykket —2z + 1.
For z > 1 er funksjonsuttrykket =2 — 2z.

wa
\1/23

14

Figur 1.1: Grafen til f pa intervallet [—1, 3].

Dette kan vi skrive som

fa) —2x+1 , z<1
xTr) =
22 —2z |, z>1

12



Oppgaver for kapittel 1

;}iﬁlverdi- og definisjonsmengden til f nir
a) f(x) =a?

b) f(x) =+va?2 -5

c) flz) =V

d) flz) =23

1.1.2 (R1V23)

I figuren under indikerer [ et lukket endepunkt, og — indikerer

et apent endepunkt. Finn verdi- og definisjonsmengdene til g, h
og k.

— s
21 6 -4 T/ 2 4 6
1 1 —14
I S E
6 -4 —2,1 2 4 & ol
k
4__
3__
2__

é:__
| 1
W~
I 4
IM
—
1
T
\Z/-_
o4+
8

13



14



Kapittel 2

Algebra

15



2.1 Faktorisering

2.1 Kvadratsetningene

For to reelle tall a og b er
(a+b)?=a*+2ab+b*> (1. kvadratsetning)
(a—0)*> =a*—2ab+b> (2. kvadratsetning)

(a+0b)(a—b)=a®—1? (3. kvadratsetning)

Sprakboksen
(a +b)? og (a — b)? kalles fullstendige kvadrat.

3. kvadratsetning kalles ogsa konjugatsetningen.

Alle kvadratsetningene er identiteter. En identitet er en lign-
ing som er oppfylt uansett hvilke verdier man gir variablene i
ligningen.

Eksempel 1
Skriv om a? + 8a + 16 til et fullstendig kvadrat.
Svar
a? +8a+16 = a® + 2 - 4a + 42
= (a+4)?

Eksempel 2

Skriv om k% + 6k + 7 til et uttrykk der k er et ledd i et fulls-
tendig kvadrat.

Svar
+6k+7=k+2-3k+7
—k>+2-3k+32-324+7
= (k+3)2-2

16



Eksempel 3
Faktoriser 2 — 10z + 16.

Svar

Vi starter med a lage et fullstendig kvadrat:

22 —102+16=2>-2-52+5%>—52+16
=(z—5)%2-9

Vi legger merke til at 9 = 32, og bruker 3. kvadratsetning:

(—52—32=(x—5+3)(x—5—13)
= (v —2)(z - 8)

Altsa er
2 — 10z + 16 = (z — 2)(z — 8)

2.1 Kvadratsetningene (forklaring)

Kvadratsetningene fglger direkte av distributiv lov ved multip-
likasjon (se MB).

2.2 Sum-produkt-metoden
Gitt x,b,c € R. Hvis a; + a3 = b og a1a2 = ¢, er

22+ bz +c=(z+a1)(z+a) (2.1)

Eksempel 1
Faktoriser uttrykket 22 — z — 6.

Svar

Siden 2- (=3) = —60g 2+ (—3) = —1, er

2 — 1z — 6= (z+2)(z—3)

17
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Eksempel 2
Faktoriser uttrykket b — 5b + 4.

Svar
Siden (—4)-(—1) =4 0g -4+ (—1) = =5, er

b2 —5b+4=(b—4)(b—1)

Eksempel 3

Lgs ulikheten
22 -8 —-9<0

Svar
Siden 1-(—=9) = -9 o0g 1+ (—9) = =8, er

2 -8z —9=(z+1)(z—9)

Vi setter f = (z + 1)(z — 9), og lager et fortegnsskjema:

-1 9

B llo====

r—9-———— -1 Y
f————¢-————————

Fortegnsskjemaet illustrerer fglgende:

e Uttrykket x 4+ 1 er negativt nar z < —1, lik 0 ndr z = —1,

og positivt nar x > —1.

o Uttrykket z — 9 er negativt nar z < 9, lik 0 nar z = 9, og

positivt nar x > 9.
o Siden f = (z+1)(z—9),er
f>0nar z € [—oo,—1) U (9, 0]
f=0narz e {-1,9}
Ff<Onarze(-1,9)

Altsé er 22 — 8z — 9 < 0 nar x € [-1,9].

18




2.2 Sum-produkt-metoden (forklaring)

Vi har at
(z + a1)(x + az) = 2% + zag + a1z + aray

=22 + (a1 + ag)x + ajao

Hvis a1 + a2 = b og ajas = ¢, er

(z+a1)(z+a2) =2* + bz +c

19




2.2 Andregradslikninger

2.3 Andregradslikning med konstantledd
Gitt likningen

ax? +br+c=0 (2.2)
hvor a,b,c € R. Da er
—b+Vb? — 4ac
x = (abc-formelen)

2a

Hvis x = 1 og « = x5 er lgsningene gitt av abc-formelen, er

ax?® +bx +c=a(x — x1)(x — 29) (2.3)

Eksempel 1
a) Lgs likningen 222 — 72 + 5 = 0.
b) Faktoriser uttrykket pa venstre side i oppgave a).

Svar

a) Vi bruker abc-formelen. Da er a =2, b= —7 og ¢ = 5. Na far

vi at
(=7 ++(-7)2-4-2-5
aPp =
2-2
T ++/49—40
N 4
e
4
_7T+3
4
Enten er
_7+3_§
42
eller sa er
x—g—l
===

20



Eksempel 2

Lgs likningen
2243x-10=0

Svar
Vi bruker abc-formelen. Da er a = 1, b = 3 og ¢ = —10. Na far vi
at
o -3++/32—-4-1-(-10)
B 2-1
—-3++9+40

B 2

=3 &T

2
Altsa er

T =-5 V B=2
Eksempel 3

Lgs likningen
47 —8r+1=0

Svar

Av abc-formelen har vi at
o 8+ /(-8)2—-4-4-1
N 2.4
_ 8+4y4-1
S

_2+4/3

2

Altsa er

21




Andregradslikninger (forklaring)

Gitt likningen
az’ +br+c=0

Vi starter med a omskrive likningen:
b c

24—zt ==0
a a

Sa lager vi et fullstendig kvadrat, og anvdender konjugatsetnin-
gen til a faktorisere uttrykket:

b b
2+ :c—l—f—x +2- —a:—}-f
b 2
<£L‘+2a>
<$+b>2 4ac
2a
2
<+b>2 4ac
v 2a
( " b>2 4ac 2
v 2a
_ x+£+M pg b _ Vb —dac
- 2a 2a 2a 2a

Uttrykket over er lik 0 nar

_ —b+ Vb —dac y x_—b—\/b2—4ac
N 2a - 2a

22




2.3 Polynomdivisjon

2.3.1 Metoder

Nar to gitte tall ikke er delelige med hverandre, kan vi bruke brgker
for & uttrykke kvotienten. For eksempel er
17 2
— =5+ 2.4
Tanken bak (2.4) er at vi skriver om telleren slik at vi far fram den
delen av 17 som er delelig med 3:
17 5-3+2 2

54 =
3 3 +3

Den samme tankegangen kan brukes for brgker med polynomer, og da
kalles det polynomdivisjon.

Eksempel 1
Utfgr polynomdivisjon pa uttrykket
2¢% + 3z — 4
T+ 5
Svar
Metode 1

Vi gjor folgende trinnvis; med den stgrste potensen av x i
telleren som utgangspunkt, lager vi uttrykk som er delelige
med telleren.

20+ 3z —4  2z(z+5)— 105+ 3x —4

r+5 - x+5
P
T+5
:2w+—7(x+5)+35—4
T+5
31
=2 -7+ ——
T+5

23




Metode 2

(Se utregningen under punktene)

i) Vi observerer at leddet med den hgyste ordenen av z i
dividenden er 2z2. Dette uttrykket kan vi fa fram ved &
multiplisere dividenden med 2x. Vi skriver 2z til hggre for
likhetstegnet, og subtraherer 2z(z + 5) = 222 + 10z.

ii) Differansen fra punkt ii) er —7x — 4. Vi kan fa fram leddet
med hgyest ordenen av x ved & multiplisere dividenden
med —7. Vi skriver —7 til hggre for likhetstegnet, og sub-
traherer —7(x +5) = —7x — 5.

iii) Differansen fra punkt iii) er 31. Dette er et uttrykk som
har lavere orden av x enn dividenden, og dermed skriver vi
;’—_&5 til hggre for likhetstegnet.

31
2% + 3z — 4) : 5 =2 -7+ ——
(22 +3z—4): (z+5) T +x+5
—(22” + 10z)
—Tx —4
— (=7z — 35)

31

24




Eksempel 2
Utfgr polynomdivisjon pa uttrykket

a3 — 422+ 9
x2 -2
Svar
Metode 1
-4 +9  z(2?-2)+2x— 42249
z2 -2 N x2 -2
- —4z2 + 2249
N x2 —2
—4(2?> —-2)—8+2zx+9
::L’—'— 3
x4 — 2
2x + 1
=z —4
v +:L‘2—2
Metode 2
2¢ +1
3 2 2
—4 9) : = %)) = g8 = 4
(z = +9): (x = t s
—(x3 — 2z)
—42% + 22+ 9
— (— 422 +8)

2z + 1

25




Eksempel 3
Utfgr polynomdivisjon pa uttrykket

23 — 322 —6x+8

r—4
Svar
Metode 1
3 — 322 —6x+8 2*(z—4)+42%>— 32> —62+38
r—4 N r—4
5 22 —61+8
=X —'—7
x—4
g  z(x—4)+4z —6x+8
r—4
9 —2x + 8
=zr'+rx+ —7-—
T —4
=2’ +1 -2
Metode 2

(2® — 322 —62+8): (z—4) =22+ 2 —2
—(x3 — 42?%)
2 — 6z +8
— (- 2% — 42)
—2r+8
—(—2x+38)
0

26




2.3.2 Delelighet og faktorer

Eksemplene pa side 23 -26 peker pa noen viktige sammenhenger som
gjelder for generelle tilfeller:

2.4 Polynomdivisjon

La Ay betegne et polynom A med grad k. Gitt polynomet P,,,
da fins polynomene @, Sy,—n 0g R,_1, hvor m > n > 0, slik at
Pm Rn—l

A Smfn

@n @n

(2.5)

Sprakboksen
Hvis R,,_1 = 0, sier vi at P, er delelig med Q.

Eksempel 1
Undersgk om polynomene er delelige med = — 3.
a) P(z) = 23 + 52% — 222 — 56

b) K(z) =23 + 622 — 13z — 42

Svar

a) Ved polynomdivisjon finner vi at

50
2

9 _
z—3 vt s T —3

Altsa er P ikke delelig med = — 3.

b) Ved polynomdivisjon finner vi at

K
=249z +14
r—3

Altsa er K delelig med x — 3.

27



2.5 Faktorer i polynomer

Gitt et polynom P(z) og en konstant a. Da har vi at
P er delelig med z — a <= P(a) =0 (2.6)
Hvis dette stemmer, fins det et polynom S(z) slik at

P=(a—2x)S (2.7)

Eksempel 1
Gitt polynomet

P(z) =2° — 322 — 6248
a) Vis at x = 1 lgser likningen P = 0.

b) Faktoriser P.

Svar

a) Vi undersgker P(1):
P1)=1*-3.13-6.1+8=0
Altsa er P =0 néar z = 1.
b) Siden P(1) = 0, er z — 1 en faktor i P. Ved polynomdivisjon

finner vi at
P=(z—1)(z% -2z —8)

Da2-(—4)=-8o0g —4+2=—-2,er
2 -2 — 8= (z+2)(zx—4)
Dette betyr at

P=(z-1)(z+2)(z—4)

28




2.4 FEulers tall

Eulers tall er en konstant som har s& stor betydning i matematikk at
den har fatt sin egen bokstav; e . Tallet er irrasjonalt, og de ti fgrste
sifrene er

e = 2.718281828...

De mest fascinerende egenskapene til dette tallet kommer til syne

nar man undersgker funksjonen f(x) = e®. Dette er en eksponential-
funksjon som er sa viktig at den rett og slett gar under navnet
eksponentialfunksjonen. Denne funksjonen skal vi undersgke naermere
i vedlegg D og kapittel 6.

29



2.5 Logaritmer

I MB sa vi pa potenstall, som bestar av et grunntall og en eksponent.
En logaritme er en matematisk operasjon relativ til et tall. Hvis en
logaritme er relativ til grunntallet til en potens, vil operasjonen resul-
tere i ekspontenten.

Logaritmen relativ til 10 skrives log;y. Da er for eksempel
logyy 102 = 2
Videre er for eksempel
logy 1000 = logy 10° = 3

Fglelig kan vi skrive
1000 = 10810 1000

Med potensreglene som ugangspunkt (se MB), kan man utlede mange
regler for logartimer.

2.6 Logaritmer

La log, betegne logaritmen relativ til a > 0. For m € R er da

log, a™ =m (2.8)
Alternativt kan vi skrive
m = q%8a™ (2.9)
Ek 11
sempe logs 5° = 9
Eksempel 2 3 _ glogs3
Sprakboksen

log;, skrives ofte som log , mens log, skrives ofte som In

eller (1) log . Nar man bruker digitale hjelpemidler til & finne
verdier til logaritmer er det derfor viktig & sjekke hva som er
grunntallet. I denne boka skal vi skrive log, som In .

Logaritmen med e som grunntall kalles den naturlige logarit-
men.
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Ek 13
R log 107 = 7

Eksempel 4 Ine=3 — _3

2.7 Logaritmeregler

Merk: Logaritmereglene er her gitt ved den naturlige logaritmen. De samme

regelene vil gjelde ved & erstatte In med log,, og e med a, for a > 0.

For z,y > 0 har vi at
lne=1

Inl1=0

In(zy) =lnz +Iny

In (x) =Ilnx—Iny
Y

For et tall y og z > 0, er

InzY =ylnzx

(2.10)
(2.11)
(2.12)

(2.13)

(2.14)

Eksempel 1
In (6565) =lne+lnz’=1+5Inz

Eksempel 2
ln% =Inl—-In2=1In2

31




Logaritmerregler (forklaring)

Likning (2.10)
Ine=1Ine!l =1

Likning (2.11)
Inl=1Ine"=0

Likning (2.12)
For m,n € R, har vi at

mtn — 4 n=1Ine™ +lne”

Ine
Vi setter! 2 = €™ og y = €". Siden In ™" = In(e™ - e"), er da

In(zy) =Inz +1Iny

Likning (2.13)
Ved & undersgke In o™~ ", og ved a sette y = a~", blir
forklaringen tilsvarende den gitt for likning (2.12).

Likning (2.14)

. Y .
Siden z = ! og? (elnx) =e¥ ™% har vi at

Inzy =lne’™? = ylnx

Vi tar det her for gitt at alle positive tall forskjellig fra 0 kan uttrykkes
som et potenstall.

2Se potensregler i MB.
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2.6 Forklaringer

2.4 Polynomdivisjon (forklaring)

Gitt polynomene

P, hvor ax™ er leddet med hgyest grad

Qn, hvor bx™ er leddet med hgyest grad

Da kan vi skrive
a a
P, = me_nQn - gxm_nQn + P,

Vi setter U = — 227 "Qy + Py, og merker oss at U
ngdvendigvis har grad lavere eller lik m — 1. Videre har vi at
P, a ., U
o8 7% + o, (2.15)
La oss kalle det fgrste og det andre leddet pa hggresiden i (2.15)
for henholdsvis et "potensledd’ og en "resterende brgk”. Ved
a folge prosedyren som ledet oss til (2.15), kan vi ogsa ut-
trykke & ved et "potensledd” og et "resterende ledd”. Dete
"potensleddet” vil ha grad mindre eller lik m — 1, mens telleren
i det "resterende leddet” vil ha grad mindre eller lik m — 2.
Ved a anvende (2.15) kan vi stadig lage nye "potensledd” og
"resterende ledd” fram til vi har et "resterende ledd” med grad
n— 1.
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2.5 Faktorisering av polynom (forklaring)
P er delelig med ¢ — a = P(a) = 0.
For et polynom S har vi av (2.5) at

P
T—a
P=(zx—a)S

Da er apenbart & = a en lgsning for likningen P = 0.

P er delelig med ¢ — a <= P(a) = 0.
Av (2.5) finnes et polynom S og en konstant R slik at
P R
+

r—a r—a

P=(x—a)S+R

Siden P(a) =0, er 0 = R, og da er P delelig med = — a.
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Oppgaver for kapittel 2

2.1.1
Skriv som fullstendige kvadrat.

a) 22 + 6z + 9 b) b + 14b + 49 c) a* —2a+1
d) k* — 2k + 3 e) ¢ —ic+ 1 ) >+ 2y + 5

2.1.2
Skriv som fullstendige kvadrat.

a) 25a* + 90a + 81 b) 9b% + 12a + 4 c) 64c* — 16¢c+ 1
Q) j@+3d+yg o) tgety DAY
2.1.3

Vis at

a) (a—0)?—0b*=ala—2b)

b) (k+xz)? — (k—z)? = 4kz

2.1.4 (1TV22)
Bestem r og s slik at likningen blir en identitet.

92% — 30z +7 = (3v — 5)?
2.1.5 (1TV21)

Bestem r, s og t slik at likningen blir en identitet.

42 + 162 +1r = (sx + t)?
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2.1.6 (1TV24)
Et kvadrat er delt inn i to grgnne rektangler og et hvitt kvadrat.

Sett opp en matematisk identitet med utgangspunkt i arealet til
det grgnne omradet.

2.1.7

a) Gitt to heltall a og b. Forklar hvorfor (a 4+ v/b)(a — v/b) er et
heltall.

b) Skriv om brgken 2_5—\/5 til en brgk med heltalls nevner.

2.1.8
Skriv om til et uttrykk der x er et ledd i et fullstendig kvadrat.

a) 2> +6x — 7 b) 22 — 8z — 20 c) ¥ +12 — 45

2.1.9

Hvorfor er det ved bruk av sum-produkt-metoden lurte a starte
med & finne tall som oppfyller kravet ajas = ¢ (i motsetning til &
finne tall som oppfyller kravet a; + ay = b)?

2.1.10
Faktoriser uttrykkene fra oppgave 2.1.8.
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2.1.11
Faktoriser uttrykkene.

a) z°—10kz+25k> b) y?+8yz+1622 ¢) a®—20aq+100g>
d) 2?+zy—20y2 e) a®—9ab+14° f) 2 =9k y—k2y+9k"

2.1.12 (1TV23D1)
Funksjonen f er gitt ved
f(z) =2% -2z -8

I hvilke punkt skjeerer grafen til funksjonen x-aksen?
2.1.13 (1TV23D1)
Gitt ligningen

2* — 522 —8x +12 = (v — 1)(x + a)(z — b)
Bestem a og b slik at ligningen blir en identitet.

2.1.14

Gitt ulikheten
2 —9r+20>x—1

a) Bruk figuren under til & lgse ulikheten.
b) Lgs ulikheten ved hjelp av faktorisering.

Y
22— 9z + 20

2.1.15 (1TH21D1)
Skriv sa enkelt som mulig

202 — 2
2 —2x +1
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2.1.16 (1TV21D1)
Skriv s& enkelt som mulig

T +x—6_ 18
r—3 x+3 x22-9

2.1.17
Lgs ulikhetene.

a) 2 +2r -8 <0
b) 2% —4r —12 <0

2.1.18

Gitt ulikheten
10 2

— >0
zr+3 x+5

a) Forklar hvorfor det er problematisk & gange begge sider av
ulikheten med en fellesnevner.

b) Lgs ulikheten.

2.2.1
Gitt likningen
ar® +bxr =0

Vis, uten a bruke abc-formelen, at

Q

2.2.2
Lgs likningene.

a) 222 — 4z =0 b) 322 + 27z =0

c) Tr? 4+ 22 =0 d) 8z — 92 =0
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2.2.3
Lgs likningene.

a)z’ —4dr—4=0 b) 22 + 2z — 15 c) 2 +3x—-70=0
d) 22 +52—-7=0 e)r?—rx—1=0 f) 22 — 22 —9=0

g) 5z’ +22—-7=0 h) 822—222—9 =0 i) 322 —122+1 =0

2.2.4 (1TH21D1)

Grafen til en andregradsfunksjon f gar gjennom punktene (0, 12),
(=3,0) og (2,0). Bestem f(x).

2.2.5 (1TV21)

Bestem £ slik at likningen har én lgsning

2+ 2%xr—2k—1=0

2.2.6

Grafen til f(x) = 2% + 22 — 8 er symmetrisk! om vertikallinja
som gar gjennom bunnpunktet. Finn z-verdien til dette punktet.

2.2.7 (1TH21D1) 242 —y=—1 (1)

T+y=—2 (II)
Vis at ligningssystemet ikke har lgsning
a) grafisk
b) ved regning

1Se ogsa Gruble 12.
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2.2.8

Gitt funksjonen f(z) = ax? + bz + ¢ og tallene t = %@ og
—b—Vb?—dac

§= 2a

a) Hva er verdien til f(¢) og f(s)? Grunngi svaret uten bruk av
utregning.

b) Bekreft svaret fra a) ved utregning.

c) Regn ut t — s. Hvilken sammenheng er det mellom dette tallet
og nullpunktene til f7

d) Regn ut 37” Hvilken sammenheng er det mellom dette tallet
og nullpunktene til f7

e) Regn ut st. Hvis f(0) = 2 og st = 3, hva er da verdiene til a
og c?

2.3.1
Utfor polynomdivisjon pa uttrykkene
xt — 223 4+ 322 45 —72% — 922 + x 223 — 62% + 9z — 27

a) b) c)

34+ —422 + 3 2202+ 9

2.3.2 (1TV24)

Vis at
22° 4+ 32° — 11z — 6 = (22% + 7o + 3)(z — 2)

ved & utfere to forskjellige polynomdivisjoner. (Utfor polynomdi-
visjon med to forskjellige divisorer.)

2.3.3 (1TV22)
Funksjonen f er gitt ved

f(z) =22° — 2% — 182 — 9

Vis at divisjonen f(x) : (z — 3) gar opp.
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24.1
P(xz) =0 for én av = € {—1,2,3}. Faktoriser P nar
) P=a3—37r+84
b) P =23+ 102% + 17z + 18
) P =22%+212% + 61z + 42

a

C

2.4.2 (1TV21)
Bestem en verdi for k slik at divisjonen gar opp.

(2 4+ 2% — 20— 8): (v + k)

2.4.3

Gitt funksjonene f(z) = 2* — 2? — 42 + 8 og g(z) = 2z + 8. Finn
skjeeringspunktene til f og g.

2.5.1 (R1H23D1)
Skriv uttrykkene nedenfor i stigende rekkefglge

2lne , 3log,,70 , *M?
Husk a grunngi svaret.

Merk: I originaloppgaven star det bare 31og70. Vi har her valgt & presisere at 10 er

basen til logaritmen.

2.5.2 (R1H22)
Hvilke av tallene er mindre enn 107

3v11 , 10log9 , 5In9

2.5.3
Lgs likningen.

a)7-5° =14 b) 38" =27 c)10-2* =19

2.54
Vis at likningen
b-a*=c
har lgsningen
=1
v = log, 7



2.5.5
Finn eventuelle nullpunkt til funksjonene

a) g(z) = 3€"(2z — 1)? b) f(z) = (2* + 2z — 3)(e® — 1)

2.5.6

Lgs likningen. (Hint; se vedlegg B)
a) (Inx)? —5Inx+6=0 b) (logx)? —3Inx — 70 =0
c) e¥*—2e*—3 =0

d) e**+7e*—18 =0 e) e —e” =

e) (lgx)?—2lgz =8 f) 100 —3-10" g) (Inz)*~Inz =6

2.5.7 (R1H25)

Bestem a slik at 1

log, — = —3
Oga 64
2.5.8
Lgs ligningene
32x 32x 4
a)lg2z—6)=2  b)3*2_5=76 ¢ +2+

d) 3lgz +2lga? +1g &5 =2

Gruble 1
Vis at

42

29

2



Gruble 2

Figuren under viser et utsnitt av grafen til f(z) = log, z. Finn
verdien til a.

{ 5 10 15 20 25 30

Gruble 3
(1TH23)

Funksjonen f er gitt ved
f(z) =2 +22° — 52— 6
I hvilke punkt skjeerer grafen til funksjonen z-aksen?

Gruble 4
(1ITV24)

Figuren under viser grafen til funksjonen f.
a) Bestem f(x).
b) Lgs ulikheten f(x) > 12.

y
(0,24)
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Gruble 5

(1TV24) En andregradsfunksjon har ett nullpunkt. Grafen til f
skjeerer y-aksen i punktet (0,9).

Bestem et mulig funksjonsuttrykk for f.

Gruble 6 \/2_:\/5_1_\/@

Finn de heltallige verdiene til x og .

Gruble 7

Skriv uttrykkene pa formen <\/E + \/1_7)2, hvor a og b er heltall.
a) 10 —2v/21
b) 13+ 2v/22
c) 84+ 43
d) 42 — 145

Gruble 8
A= (4,1), B=(12,3) og C = (3,3). Linja x = ¢ deler AABC'1i
to omrader med likt areal. Finn verdien til c.

]

| —

B

T

Gruble 9

a) Faktoriser uttrykket ¢ — p3.
b) Vis at
1

;(p+ Q) (q* = p*) — palqg — p) — g(q3 —-p’) = %(q -p)?
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Gruble 10

For en trekant med sidelengder a, b og c er arealet T' gitt ved
Herons formel:

1
T:1\/(a—|—b—|—c)(a+b—c)(a—b+c)(b—|—c—a)

Bevis formelen.

Gruble 11

Faktoriser uttrykket d?r? — (d + r)*r? + 4bd*(b — r) slik at
20d — 2dr — r? er en faktor.

Gruble 12

Gitt funksjonen f(z) = az? + bx + c. Vis at grafen til f er sym-
metrisk om linja x = —%.

Gruble 13

Gitt funksjonen f(z) = az® + bz + c.

a) Finn et uttrykk for ekstremalverdien® til f. (Se gruble 12).
b) Forklar hvorfor

« en endring av c vil fgre til en vertikalforskyvning av grafen

il f.

« en endring av a eller b vil fgre til bade en horisontalforskyvn-
ing og en vertikalforskyvning av grafen til f.

Gruble 14

(1TH24)
Finn bunnpunktet til f(z) = (z — 1)(z + 3).

Gruble 15
Funksjonen f er gitt ved
f(z) =2®+72° + 40 — 12

Los ulikheten f(z) < 0, og illustrer lgsningen grafisk ved a lage en
skisse.

!Definisjonen av ekstremalverdi finner du pa side??
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Gruble 16
Lgs likningen
2+ 22— Tr+4=0

Gruble 17

Gitt funksjonen f(z) = az® + bz + c. I gruble 12 viste vi at f er
symmetrisk om linja z = ;—é’ Videre kan det vises at for alle tall k&

" b\ 4a’k> 1
a —
f<i’f‘2a>—4a+c

Bruk dette til a utlede abc-formelen.
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Kapittel 3

Geometri
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3.1 Definisjoner

3.1 Halveringslinje

Gitt ZBAC'. For et punkt P som ligger pa halveringslinja til
vinkelen (bla linje i figuren), er

/BAP = /PAC = %43/10 (3.1)

C

A B

3.2 Midtpunkt

Midtpunktet C til AB er punktet pa linjestykket slik at
AC = CB.

A O B

3.3 Midtnormal

Midtnormalen til AB (bla linje i figuren) star normalt pa, og
gar gjennom midtpunktet til, AB.
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3.4 sin, cos og tan

Gitt en rettvinklet trekant med katetene a og b, hypotenus ¢, og
vinkel v, som vist i figuren under.

¢ a
v
b
Da er
siny = 2 (3.2)
. :
b
=- 3.3
COSV = - (3.3)
tanv = % (3.4)
Sprakboksen

I figuren over blir a kalt den motstiaende kateten til vinkel v,
og b den hosliggende.

sin, cos og tan er forkortelser for henholdsvis sinus, cosinus og
tangens.

Eksaktverdier

De aller fleste sinus-, cosinus- og tangensverdier er irrasjonale
tall, i praktiske anvendelser av verdiene er det derfor vanlig
a benytte digitale hjelpemidler. Verdiene som er viktigst for
teoretiske formal er gitt i vedlegg C.
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Eksempel

5
3
v
4
sinv=- , cosv=—- , tanv=

3.5 Sinus, cosinus og tangens I

Gitt AABC, hvor v = ZBAC > 90°, som vist i figuren under.

Da er oD
SInv = E (3 5)
__4D (3.6)
COsY = —— .
CD
tanv = ;) (3.7)
Eksempel

B

I figuren over er CD = /3, AD =1 og AC = 2. Da er
V3

1
sin 120° = 5+ s 120° = -3 tan 120° = —/3
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3.2 [Egenskaper til sirkler

3.6 Tangent

En linje som skjeerer en sirkel i bare ett punkt, kalles en
tangent til sirkelen.

La S veere sentrum i en sirkel, og la A veere skjeeringspunktet til
denne sirkelen og en linje. Da har vi at

linja er en tangent til sirkelen <= AS star vinkelrett pa linja

3.7 Sentral- og periferivinkel

Bade periferi- og sentralvinkler har vinkelbein som ligger
(delvis) inni en sirkel.

En sentralvinkel har toppunkt i sentrum av en sirkel.
En periferivinkel har toppunkt pa sirkelbuen.

Gitt en periferivinkel u og en sentralvinkel v, som er innskrevet i
samme sirkel og som spenner over samme sirkelbue. Da er

v =2u (3.8)
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3.3 Egenskaper til trekanter

3.8 Arealsetningen

C C

A B A B
(a) (b)

Arealet T til AABC er

T = %AB - AC -sin ZA (3.9)

Eksempel

60°
A 5 B

Da sin 60° = @ Arealet T til AABC er

1
T=-.5.2. X2 2"
2
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3.9 Sinussetningen

C C

A B A B
(a) (b)

sin /A _ sin/B  sin ZC

BC AC AB (3.10)

Eksempel
BC =2, ZA =135°, og /B = 30°. Finn lengden til AC.

A

B C
Svar
Vi har at o JE
sin
= B
¢ sin /A ¢

Da sin 135° = @ og sin 30° = %, har vi at

1 2
AC = - —-V/2=1
22 v2
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3.10 Cosinussetningen

Gitt en trekant med sidelengder a, b og ¢, og vinkel v, som vist i
figurene under.

(2) (b)

Da er
a® = b* + ¢ — 2bccos v (3.11)
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Eksempel

Finn verdien til z.

60°

14+v3

Svar

Vi har at
22 =224+ (1+v3)2—2-2(1 4 V3)cos 60°

Da cos 60 = %, har vi at

2?2 =22+ (1+v3)2 - 2(1 +V3)

Altsa er x = /6.

3.11 Midtnormalen i en likebeint trekant

Gitt en likebeint trekant AABC, hvor AC' = BC, som vist i
figuren under.

C

A D B

Hggda DC' ligger da pa midtnormalen til AB.
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3.12 Median
En median er et linjestykke som gar fra et hjgrne i en trekant

til midtpunktet pa den motstaende siden i trekanten.

De tre medianene i en trekant skjserer hverandre i ett og samme
punkt.

C

A D B

Gitt AABC med medianer CD, BF og AE, som skjerer
hverandre i G. Da er

CG _BG _AG _

GD GF GE

3.13 Midtnormal (i trekant)

Midtnormalene i en trekant mgtes i ett og samme punkt. Dette
punktet er sentrum i den omskrevne sirkelen til trekanten,
som har hjgrnene til trekanten pa sin bue.




3.14 Innskrevet sirkel

Halveringslinjene til vinklene i en trekant mgtes i ett og samme
punkt. Dette punktet er sentrum i trekantens innskrevne
sirkel, som tangerer hver av sidene til trekanten.
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3.4 Forklaringer

3.11 Midtnormalen i en likebeint trekant (forklar-
ing)
Da bade AADC og ADBC er rettvinklede og har C'D som

korteste katet, og AC' = BC, folger det av Pytagoras’ setning at
AD = BD.

3.12 Median (forklaring)
Vi vil her skrive arealet til en trekant AABC som ABC.

(a) (b)

Vi lar G veere skjeeringspunktet til BF og AFE, og tar det

for gitt at dette ligger inne i AABC. Da AF = %AC’ og

BE = $BC, er ABF = BAE = $ABC. Dermed har F og E
lik avstand til AB, som betyr at FE | AB. Videre har vi ogsa
at

ABG + AFG = ABG + BGE
AFG = BGE

G har lik avstand til AF og FC, og AF = FC. Dermed er
AFG = GFC. Tilsvarende er BGE = GEC. Altsa har disse fire
trekantene likt areal. Videre er

AFG+ GFC+GEC = AEC
GEC = éABC’

La H veere skjeeringspunktet til AE og CD. Med samme fram-
gangsmate som over kan det vises at

HEC = éABC
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Da bade AGEC og AHEC har CE som side, likt areal, og
bade G og H ligger pa AE, ma G =  H. Altsa skjeerer medi-
anene hverandre i ett og samme punkt.

ANABC ~ AFEC fordi de har parvis parallelle sider. Dermed er
AB  BC
FE CE

ANABG ~ AEFG fordi ZEGF og ZAGB er toppvinkler og

AB || FE. Dermed er

GB AB B
FG FE
Tilsvarende kan det vises at

CG _AG _,
GD GE
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3.13 Midtnormal (i trekant) (forklaring)

Gitt AABC med midtpunktene D, E og F. Vi lar S veere
skjeeringspunktet til de respektive midtnormalene til AC og AB.
NAFS ~ ACFS fordi begge er rettvinklede, begge har F'S som
korteste katet, og AF = F(C. Tilsvarende er AADS ~ ABDS.
Folgelig er CS = AS = BS. Dette betyr at

e ABSC er likebeint, og da gar midtnormalen til BC' gjen-
nom S.

e A, B og C' ma ngdvendigvis ligge pa sirkelen med sentrum
S og radius AS = BS=CS
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3.14 Innskrevet sirkel (forklaring)

Gitt AABC. Vi lar S veere skjeeringspunktet til de respec-

tive halveringslinjene til ZBAC og ZCBA. Videre plasserer

vi D, F og F slikat DS 1. AB, ES | BC og FS 1 AC.
AASD = AASF fordi begge er rettvinklede og har hypotenus
AS, og /DAS = Z/SAF. Tilsvarende er ABSD = ABSFE.
Dermed er SE = SD = SF. Fglgelig er F, C' og F de respektive
tangeringspunktene til AB, BC og AC og sirkelen med sentrum
S og radius SE.

Videre har vi at ACSE = ACSF, fordi begge er rettvinklede
og har hypotenus C'S, og SF = SE. Altsa er /FCS = /ECS,
som betyr at C'S' ligger pa halveringslinja til ZACB.
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3.6 Tangent (forklaring)

Linja er en tangent til sirkelen —- AS star vinkelrett pa
linja

Vi antar at vinkelen mellom linja og AS er ulik 90°. Da ma det
finnes et punkt B pa linja slik at ZBAS = ZSBA, som betyr
at AASB er likebeint. Folgelig er AS = BS, og da AS er lik
radien i sirkelen, ma dette bety at B ogsa ligger pa sirkelen.
Dette motsier det faktum at A er det eneste skjeeringspunktet
til sirkelen og linja, og dermed méa vinkelen mellom linja og AS
vaere 90°.

Linja er en tangent til sirkelen «<— AS star vinkelrett pa
linja

Gitt et vilkarlig punkt B, som ikke samsvarer med A, pa linja.
Da er BS hypotenusen i AABC'. Dette innebaerer at BS er
stgrre enn radien til sirkelen (BS > AS), og da kan B umulig
ligge pa sirkelen. Altsa er A det eneste punktet som ligger pa
béade linja og sirkelen, og dermed er linja en tangent til sirkelen.
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3.8 Arealsetningen (forklaring)

Gitt to tilfeller av AABC, som vist i figuren under. Det éne

hvor ZBAC € (0°,90°], det andre hvor ZBAC € (90°,0°) og la
h veere hgyden med grunnlinje AB.

c

A B
(a)

Arealet T til AABC er i begge tilfeller

T= %AB h (3.12)

Av henholdsvis (3.2) og (3.5) har vi at h = AC-sin ZBAC, og da

er

T = %AB -h = %AB -ACsin /BAC
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3.10 Cosinussetningen (forklaring)
Tilfellet hvor v € (90°, 180°]

Av Pytagoras’ setning har vi at

2 =b% - h? (3.13)

og at
a® = (z +c)* + h? (3.14)
a? =22 + 2zc+ 2 + h? (3.15)

Ved & sette uttrykket for 22 fra (3.13) inn i (3.15), far vi at

a® =b* — h? + 2zc + & + h? (3.16)
a? = b? + & + 2xc (3.17)

Av (3.6) har vi at © = —bcosv, og da er
a? = b* 4 ¢ — 2bccos v

Tilfellet hvor v € [0°,90°]

.

Dette tilfellet skiller seg ut fra tilfellet hvor v € (90°,180°] pa to
mater:

(i) T (3.14) far vi (c — x)? i steden for (x + ¢)2. 1 (3.17) far vi
da —2zxc i steden for +2zc.

(ii) Av (3.3) er x = bcosv. Av punkt (i) folger det da at

a’> =b% + ¢ — 2bccoswv
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3.7 Sentral- og periferivinkel (forklaring)

Tilhgrende periferi- og sentralvinkler kan deles inn i tre tilfeller.

(i) En diameter i sirkelen er hgyre eller venstre vinkel-
bein i begge vinklene

I figuren under er S sentrum i sirkelen, /BAC = u en periferi-
vinkel og ZBSC = v den tilhgrende sentralvinkelen. Vi setter
LSCB =a. LACS = LSAC =u og LOBS = ZSCB = a fordi
bade AASC og ASBC er likebeinte.

Vi har at
2a =180° — v (3.18)

2u + 2a = 180° (3.19)
Vi setter uttrykket for 2a fra (3.18) inn i (3.19):
2u + 180° — v = 180°
2u=wv
(ii) Vinklene ligger innenfor samme halvdel av sirkelen

I figuren under er w en periferivinkel og v den tilhgrende sen-
tralvinkelen. I tillegg har vi tegnet inn en diameter, som er med
pa & danne vinklene a og b. Bade u og v ligger i sin helhet pa
samme side av denne diameteren.

Ettersom u + a er en periferivinkel, og v + b den tilhgrende
sentralvinkelen, vet vi av tilfelle 1 at

2u+a)=v+b

65




Men ettersom a og b ogsa er samhgrende periferi- og sentralvin-
kler, er 2a = b. Det betyr at
2u+b=v+b

2u=wv
(iii) Vinklene ligger ikke innenfor samme halvdel av
sirkelen

I figuren under er u en periferivinkel og v den tilhgrende sen-
tralvinkelen. I figuren til hgyre har vi tegnet inn en diameter.
Den deler w inn i vinklene a og ¢, og v inn i b og d.

N

a og c er begge periferivinkler, med henholdsvis b og d som
tilhgrende sentralvinkler. Av tilfelle i) har vi da at

20 = b
2c=d
Dermed er
2a+2c=b+d
2(a+c)=v
2u=wv
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Oppgaver for kapittel 3

3.1.1
Finn arealet til AABC nar

a) ZA=60°, AB="5o0g AC =T.
b) /B =18, AB =4 0g BC = 3. (sin18° = ¥5!)

¢) LA="T5° /B =60°, AC =6 og BC =+/3+1

3.1.2 (1TV21)

I AABC er AC = 10 hypotenusen, og sin A = % Bestem lengden
til BC.

3.1.3 (1TV25)
a) Gitt AABC der AB =10, AC = 6, og ZA = 30°. Finn arealet
til trekanten.

b) Gitt APQR der PQ) = 8, PR = 3 og P = 60°. Finn lengden
til QR.

3.1.4

Bruk arealsetningen til a finne arealet til en likesidet trekant med
sidelengde 4.

3.1.5
a) Bevis arealsetningen. b) Bevis sinussetningen.

3.1.6

a) Vis at cos45° = ¥2

= ¥2,
b) Vis at sin30° =

1
T

c) Vis at cos30° = ?
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3.1.7 (1TV23D1)
(1TV23, 1TH22 og 1TV24)

a) Bruk figuren til & vise at
(sinu)® 4 (cosu)? =1
b) Bruk figuren til & vise at

sin u
=tanu

Ccosu

c¢) Bruk figuren til & vise at

tanutanv = 1

d) Vis at likningene fra a), b) og c) gjelder for alle rettvinklede
trekanter.

3.1.8 (1TH21)
Om en rettvinklet trekant AABC far du vite at

e COSLA = %
e sin /C = %
e AB=14
Bestem AC.
3.1.9 ‘
Vis at tanv = va.
COS v
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3.2.1 (1TH21D1)

c

120°

A 4 B
Gitt trekanten over. Bestem lengden til siden BC.

3.2.2

Gitt en trekant med sidelengder a, b og ¢ og innskrevet sirkel med
radius r. Forklar hvorfor arealet til trekanten er gitt som

1
§(a+b+c)r

3.2.3
Laa=BC,b=AC,c=ABog DM =r.

3 _ ac
a) Visat r= 9.

b) Visat 2r =a+c—b.

c¢) Bruk uttrykkene fra oppgave a) og b) til & finne b% uttrykt ved
a og c.
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3.2.4

Forklar hvorfor det av regel 3.7 fglger at to vinkler som spenner
over samme vinkelbue er like store.

3.2.5

a) Vis at Tales’ setning! fglger av regel 3.7.

b) Gitt en rettvinklet trekant AABC med hypotenus AB. Hvilken

av = , < og <= skal erstatte 7?7 under for a& beskrive
det omvendte tilfellet av Tales’ setning.

C =90° 7?77 AB er en diameter i den omskrevne sirkelen til AABC

3.2.6
Den rgde linja tangerer sirkelen. Vis at /BAC = ZEBC.

A

1Se MB.
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Gruble 18
For AABC har vi at

e« AB=8
o LA=120°
o Arealet til trekanten er 4/3
Finn de respektive lengdene til AC og BC.

Gruble 19

(1ITH21D1)
En trekant har omkrets 12, og den éne siden i trekanten har lengde
2. Bestem arealet til trekanten.

Gruble 20
(1T H22) Arealet til ASBC er 3v/2. S er sentrum i sirkelen.

a) Finn radien til sirkelen.

b) Finn arealet til AABC.

c

[N

Gruble 21
(1TV23) Arealet til AABC er 2¢/3 + 6. Finn radien til sirkelen.



Gruble 22

(1TH22) Den ukjente sidelengden x i en trekant oppfyller cosinus-
setningen
14* = 16 + 2% — 162

a) Hvilke flere opplysninger om trekanten vet vi ut fra dette?
b) Finn sidelengdene trekanten potensielt kan ha.

c) Bytt ut 14 i likningen med tallet som gjgr at det bare er én
lpsning for x.

Gruble 23
(1TV22) Finn omkretsen til DABCD.
D
2a
C
p
120°
2a
45°¢ o
A B
Gruble 24
(1TV21D1)
Sorter verdiene i stigende rekkefglge.
3 -1
sin 60° (4) sin 160° lg1
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Gruble 25

(1TH23 og 1TH24)
a) Bruk trekanten til & vise at cos 60° = 3.

b) 2sinwucosu = sin(2u) er en identitet. Bruk trekanten til & vise
at dette stemmer for u = 30°.

Gruble 26
(1TV22) Om en rettvinklet trekant far du vite at tan B = 2.

a) Kan det veere riktig at sin A = 27

b) Kan det vaere riktig at de respektive lengdene til de to katetene
er 6 og 87

c) Kan det veere riktig at hypotenusen er kortere enn 47

Begrunn svarene dine.
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Gruble 27
(1TV25) En tolvkant med areal 120 er innskrevet i en sirkel. Tolvkan-
ten kan deles inn i 12 kongruente trekanter.

a) Finn radien til sirkelen.
b) Finn omkretsen til tolvkanten

Merk: T denne oppgaven kan du f& bruk for at sin 15° = \25\/—51

Gruble 28
Vis at hvis u = 180° — v, sa er sinu = sinv og cosu = — cos v.
B A
v
0
Gruble 29

Hvilken av de to trekantene har st@rst areal?

Husk a argumentere for at svaret ditte er rett.

6
6 150° 490
6 6
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Gruble 30

Vis at ]
. sinzx
lim
z—0 g

Gruble 31
Vis at sin 18° = 1(v/5 — 1). (Hint: Se figur.)

4

m.«

Gruble 32
Bevis cosinussetningen.

Gruble 33
Vis at

cos(u +v) = cosucosv — sinusinv

Det er tilstrekkelig & undersgke tilfellet hvor v,u € [0°,90°].

Gruble 34

Bevis det omvendte tilfellet av Tales teorem (se oppgave 3.2.5 ).

Gruble 35
Vis at

u=180° —v
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Gruble 36

Vis at
AP -PB=DP.PC

A
' \
D

Merk: Dette resultatet kalles ofte kordeteoremet.

Gruble 37

Lar r veere radien til halvsirkelen. Uttrykk arealet til det bla omréadet
ved v og r.

Gruble 38
La r veere radien til den omskrevne sirkelen til AABC. Vis at
abe

Pe=—

4AnaBC

C

a

A c B
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Gruble 39
E er midtpunktet til kvadratet . Finn verdien til v.

Gruble 40

Vis at
AB? = BC - BD

7
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Kapittel 4

Vektorer
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4.1 Introduksjon

En todimensjonal vektor angir en forflytning i et koordinatsystem
med en z-akse og en y-akse. En vektor tegner vi som et linjestykke
mellom to punkt, i tillegg til at vi lar en pil vise til hva som er en-
depunktet. Det betyr at forflytningen starter i punktet uten pil, og
ender i punktet med pil.

y
Yy o1
4__
1__
3+ /
: : : T
3 4
2__ —
¥ —14 Y
1__
—924
: : >
1 2 3 -3+
(a) (b)

I figur (a) er vektoren ¢ vist med startpunkt (0,0) og endepunkt (2,3).
Nar en vektor har startpunkt (0,0), sier vi at den er vist i grunn-
stillingen. I figur (b) er ¥ vist med startpunkt (1, —2) og endepunkt
(3,1). Forflytningen ¢ viser til er & vandre 2 mot hggre langs z-aksen
og 3 opp langs y-aksen. Dette skriver vi som @ = [2, 3], som kalles 4
skrevet pa komponentform. 2 og 3 er henholdvis z-komponenten og
y-komponenten til v.

Sprakboksen

En todimensjonal vektor kalles ogsa en vektor i planet.
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Eksempel 1

S

b=1[0,-2]

d=15,0]

!

MR

\J

Xy
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4.1 Vektoren mellom to punkt

En vektor ¢ med startpunkt (x1,y;) og endepunkt (z2,y2) er
gitt som
U= [r2 — 71,Y2 — Y1 (4.1)

Eksempel 1

Skriv vektorene pa komponentform.

d har startpunkt (1,3) og endepunkt (7,5).

b har startpunkt (0,9) og endepunkt (—3,2).

¢ har startpunkt (—3,7) og endepunkt (2, —4).
(_

d har startpunkt (—7, —5) og endepunkt (3,0).

Svar

d=[7-1,5-23]=[6,2]
b=[-3-0,2—9 =[-3,-7]
c=[2-(-3),-4—17 =[5, —11]

d=1[3—(=7),0— (=5)] = [10,5]

Punkt eller vektor

Rent matematisk er det ingen forskjell pa et punkt og en vektor;
punktet (a,b) viser til akkurat samme plassering som vektoren
[a, b], og begge kan vise til den samme forflytningen. Ofte kan
det likevel vaere greit a skille mellom nar vi snakker om en
plassering og nar vi snakker om en forlytning, og til det bruker
vi begrepene punkt (plassering) og vektorer (forflytning).
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4.2 Regneregler for vektorer

4.2 Addisjon og subtraksjon av vektorer

Gitt vektorene 4 = [z1,y1] og U = [z2, y2], punktet A = (
Da er

A+d=(xo+21,% +v1)

+
+

£y
<l

= [z1 + 22,11 + Y2
0—7= [$1 —332791—1/2]

Summen eller differansen av @ og ¥ kan vi tegne slik:

£l
+

u
)

(a

(b)

4.3 Regneregler for vektorer

For vektorene 4, U og w, og et tall t, har vi at

tﬁ = [t.%‘l, tyl, tzl]
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4.4 Vinkelen mellom to vektorer

Vinkelen mellom to vektorer er (den minste) vinkelen som blir
dannet nar vektorene plasseres i samme startpunkt. For to vek-

—

torer i og ¥ skriver vi denne vinkelen som /(, v)

Vinkelmal

I vektorregning er det vanlig & oppgi vinkler i grader, altsa pa
intervallet [0°,180°].
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4.3 Lengden til en vektor

Gitt en vektor ¥ = [z1,y1]. Lengden til ¥ er avstanden mellom start-
punktet og endepunktet.

Z/l e E

—

\3/1\

T 1]
(a) (b)

Av enhver vektor kan vi danne en rettvinklet trekant hvor |9] er leng-
den til hypotenusen, og |z1] og |y1| er de respektive lengdene til katetene.
Dermed er |9| gitt av Pytagoras’ setning.

4.5 Lengden til en vektor

Gitt en vektor ¥ = [z1, y1]. Lengden |7] er da

7] = /% + yi (4.9)

Eksempel 1
Finn lengden til vektorene @ = [7,4] og b = [—3,2].

Svar

@] = V72 4 42 = V65
B = /(=3)2 422 = V13
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4.4 Skalarproduktet I

4.6 Skalarproduktet I

For to vektorer @ = [x1,y1] og U = [x2,y2], er skalarproduktet
gitt som
U= @2 + Y1y (4.10)

£

Sprakboksen

Skalarproduktet kalles ogsa prikkproduktet eller
indreproduktet.

Ordet skalar viser til en éndimensjonal stgrrelse.

Eksempel 1
Gitt vektorene @ = [3,2], b = [4,7] og &= [1,—9]. Regn ut @-b og

- =

a - C.

Svar
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4.7 Regneregler for skalarproduktet

For vektorene i, U og W har vi at

i-i=1u’ (4.11)
G-T=7v-4 (4.12)
G-+ %) =0 -7+ 0 (4.13)
(@ +7)° =@ +2a -7+ 52 (4.14)
Eksempel
Forkort uttrykket
b-(@+0)+a-(@+0b)+5b>
nar du vet at b- &= 0.
Svar
b-@+&)+a-(@+b)+b>=b-a+b-G+a-a+a-b+1b
—d%2+23-b+b2
-\ 2
= (a’+b
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4.5 Skalarproduktet II
Gitt vektoren @ — ¥, hvor @ = [z, y1] og U = [x2, y2]. Da er
U —U=[z1— 22,91 — Y2

Av (4.9) har vi at

it — 5 = /(01— 22)2 + (31 — 12)?

23— 2w10 + 23 + Y2 — Y1y + 3 (4.15)

Ved hjelp av (4.10) og (4.11) kan vi skrive (4.15) som

@ — 0 = V2 -2 -7+ 02 (4.16)

Videre merker vi oss fglgende figur:

Av cosinussetningen og (4.16) er

(T —@)|* = |0)* + |i|* — 2|||¥] cos £ (i, D)
0% — 20 - T+ @ = 0% + @2 — 2|d||] cos £ (i, T)
U - U = |ul|v] cos £L(u, V)

4.8 Skalarproduktet 11

For to vektorer o og ¥ er

U - U = |ul||v] cos £L(u, V) (4.17)
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4.6 Vektorer vinkelrett pi hverandre

—

Fra (4.17) kan vi gjore en viktig observasjon; hvis Z(@,7) = 90°, er
cos Z(4,7) = 0, og da blir
w-7=0

4.9 Vinkelrette vektorer

For to vektorer @ og ¥ har vi at

U-Uv=0<«= ulv (4.18)

Sprakboksen

Det er mange mater a uttrykke at @ 1 ¥ pa. Blant annet kan vi
si at

e U og ¥ star vinkelrett pa hverandre.

i og U star normalt pa hverandre.

@ er en normalvektor til ¥ (og omvendt).

e U og U er ortogonale.

Eksempel 1

Sjekk om vektorene @ = [5, —3], b= [6,—10] og €= [2,7] er
ortogonale.

Svar
Vi har at
a-b=5-6+(-3)10
=0
Altsa er @ L b. Videre er
a-é=5-24(=3)7
=11

Altsé er d og ¢ ikke ortogonale. Da @ L b, kan heller ikke b og ¢
vaere ortogonale.
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Nullvektoren

I forkant av regel 4.9 har vi bare argumentert for at

U 1l U= u-v=0.For a rettferdiggjore vilkaret som gar begge
veier i (4.18), ma vi sperre: Kan vi fa @ - ¥ = 0 om vinkelen
mellom « og v ikke er 90°7

P& intervallet [0°,180°] er det bare vinkelverdien 90° som re-
sulterer i cosinusverdi 0. Skal skalarproduktet bli 0 for andre
vinkler, ma derfor lengden av « eller ¥ veere 0. Den eneste vek-
toren med denne lengden er nullvektoren 0 = [0, 0], som rett
og slett ikke har noen retning'. Det er likevel vanlig & definere
at nullvektoren star vinkelrett pa alle vektorer.

!Eventuelt kan man hevde at den peker i alle retninger!
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4.7 Parallelle vektorer

4.10 Parallelle vektorer

Hvis vinkelen mellom to vektorer er 0° eller 180°, er de paral-
lelle.

...................... <L y2
(b)

Gitt vektorene 4 = [z1,y1] og U = [z2, y2]. La 0 og « veere vinkelen
mellom z-aksen og henholdsvis 4 og U, med x-aksen som hggre vinkel-
bein. Da er tanf = 2 og tana = £2. Hvis & = £ er det to mu-
ligheter:

(i) 8 =0° og a = 180°, eller omvendt.
(ii) 0 =«

I begge tilfeller er Z (@, ¥) enten 0° eller 180°, og da er # og ¥ par-
allelle. Det omvendte gjelder ogsa: Hvis punkt (i) eller (ii) gjelder,
er % = Z—z Det er ofte praktisk & omskrive denne sammehengen til
forholdet mellom samsvarende komponenter!:

To_n

4.19
Z2 Y2 ( )

Det er ogsa nyttig & merke seg at det ma finnes to tall s og t slik at
U = [twg, syo|. Hvis @ || ¥, folger det av (4.19) at 22 = %2 Dermed er
s = t. Omvendt; hvis 4 = t[x9, y2|, oppiyller 4 og v apenbart (4.19).

1 .
For vektorene [z1,y1] og [z2, y2] er disse samsvarende komponenter:
e I1 0g X2

* Y108 Y2
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4.11 Parallelle vektorer

For to vektorer 4 = [x1,y1] og ¥ = [z2, yo] har vi at

NN s g7 (4.20)
T2 Y2

Alternativt, for et tall ¢ har vi at

U=t < u| v (4.21)

Sprakboksen
Nér @ = tv, sier vi at @ er et multiplum av ¥ (og omvendt). Vi

sier ogsa at @ og ¥ er linesert avhengige.

Om to vektorer ikke er parallelle, sier vi at de er lineaert
uavhengige.

Eksempel
Undersgk hvorvidt @ = [2, —3] og b = [20, —45] er parallelle med
&= [10,—15].

Svar

Vi har at
¢=5[2,—4] = ba

Dermed er @ || ¢. Da 23 # =3 er b og ¢ ikke parallelle.
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4.8 Vektorfunksjoner

4.8.1 Parameterisering

4.12
Gitt to funksjoner f(t) og g(t). En vektor ¢ pa formen

er da en vektorfunksjon.

v kan skrives pa parameterisert form som

() { 5:5 ((3 (4.22)

Mengden av alle endepunktene til v utgjer grafen til .

y=g()

Merk

Til forskjell fra grafen til en skalarfunksjon, kan grafen til en
vektorfunksjon "begevege seg fritt” i koordinatsystemet.
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4.8.2 Vektorfunksjonen til en linje

—

Gitt en linje I(¢), som vist i figuren under

Y

X

Hvis en vektor 7 er parallell med l_; kalles den en retningsvektor for
linja. Si at 7= [a,b] er en retningsvektor for l,ogat A= (zo,yo) er et
punkt pa [. Om vi starter i A og vandrer parallellt med 7, kan vi veere
sikre pa at vi fortsatt befinner oss pa linja. Dette ma bety at vi for en
variabel ¢ kan na et vilkarlig punkt B = (z,y) pa linja ved folgende
utregning:

B=A+1tr

P& koordinatform kan vi skrive dette som?

(z,y) = (z0 + at,yo + bt)

Altsa kan linja skrives som en vektorfunksjon:

4.13 Linje som vektorfunksjon

En linje [(t) som géar gjennom punktet A = (z¢, yo,) og har
retningsvektor 7 = [a, b] er gitt som

= [zo + at, yo + bt]

'Se (4.2).
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4.9 Sirkellikningen

Gitt en sirkel med sentrum S = (xg,yo) og et punkt A = (z,y), som
ligger pa buen til sirkelen.

A

Da er

—

SA =[x — 0,y — yo]
Av (4.9) er da
—2
’514‘ = (z —20)* + (y — v0)?
Hvis vi lar r veere radien til sirkelen, er ’S—A)‘ = r, og dermed kan vi
uttrykke r ved koordinatene til S og A.

4.14 Sirkelligningen

Gitt en sirkel radius r og sentrum S = (xg, yp). Hvis punktet
A = (z,y) ligger pa buen til sirkelen, er

(—m0)’+ (y—yo)> =1°

Eksempel

Finn sentrum og radien til sirkelen gitt av likningen
2?2+ — 4+ 10y —20=0 (4.23)

Svar

Vi starter med a lage fullstendige kvadrat:
2% — 4z = (x — 2)% — 22
y> +10y = (y +5)* — 5°
Altséa kan vi skrive (4.23) som
(z-2)2+(@y+572-22-52-20=0
(2-2°+(@y+5)?="7

Dermed har sirkelen sentrum (2, —5) og radius 7.
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4.10 Determinanter

4.15 2 X 2 determinanter

Determinanten det(i, ¥) av to vektorer 4 = [a, b] og ¥ = [b, (]
er gitt som

det(d, ) = | Z

’ = ad — bc (4.24)

Eksempel
Gitt vektorene 4 = [—1, 3] og ¥ = [—2,4]. Regn ut det(u, 7).

Svar

4.16 Arealformler med determinanter

Arealet A til et parallellogram formet av to vektorer i og v er
gitt som
A = |det(u, )| (4.25)

U

Arealet A til en trekant formet av to vektorer @ og ¥ er gitt som

1
A= 5| det(d@, 9) (4.26)
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4.17 Avstand mellom punkt og linje

Avstanden h mellom et punkt B og en linje gitt av punktet A
og retningsvektoren 7 er gitt som

)det (ZE,F)‘
— —F

(4.27)
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4.17 Avstand mellom punkt og linje (forklaring)

—

La en linje I(t) i rommet vaere gitt av et punkt A og en ret-
ningsvektor . I tillegg ligger et punkt B utenfor linja, som vist i
figuren under

B

Den korteste avs@den fra B til linja er hgyden h i trekanten
utspent av 7 og AB. Arealet til denne trekanten er gitt ved
(4.26):

1 -—

3 ‘det (AB,T’)‘
Av den klassiske arealformelen for en trekant (se MB) har vi na
at

%|F|h _ % [det (4B, )|

det (E}’,f)
= G ’
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Forklaringer

4.16 Arealformler med determinanter (forklaring)

Vi lar Ay betegne arealet til en geometrisk form N.

(2) (b)

Gitt to vektorer 4 = [a, b] og ¥ = [¢, d], hvor a, b, ¢,d > 0, som
vist i figur (a). Plasserer vi vektorene i grunnstillingen er punk-
tene vist i figur (b) gitt som

0 = (0,0) B = (a,b) C=(a+b,c+d)
D = (e, d) E = (a+c0) F=(0,b+d)
Med OF som grunnlinje har AOE B hggde b, altsa er
2An0EB = (@ +c)b

Tilsvarende er
QAAFDO = (b + d)c

Da AnoeB = Aacpr 08 Arrpo = AaEBC, har vi at

Apapep = Anoecr — 2Ap0BE — 2AAFDO
=(a+c)(b+d)—(a+c)b— (b+d)c
=(a+c)d— (b+d)c
=ad — bc

I figurene har vi antatt at (den minste) vinkelen mellom ¢ og
x-aksen er mindre enn vinkelen mellom « og z-aksen. I omvendt
tilfelle ville vi fatt at

Apokecr = bc — ad
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Altsa er

ADOEC’F = ‘CLC — bd‘
Pa lignende mate kan det vises at (4.25) gjelder for alle
a,b,c,d € R, se oppgave 77.

Merk: (4.25) kan ogsa vises veldig kortfattet ved a anvende trigonometri. Se

oppgave 77 1 TM2 for dette.
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Oppgaver for kapittel 4

4.1.1

Gitt punktene A = (m,n) og B = (s,t), og vektorene @ = [m, n]
og b = [s,t]. Vis at midtpunktet til linjestykket AB er gitt ved
uttrykket

1
(0,0) + §(ﬁ+ v)
4.1.2
Gitt ¥ = [ca, cb]. Vis at

] = cVa® + b2

4.1.3
a) Gitt en vektor ¢. Vis at lengden til vektoren % er lik 1.

b) Bestem uttrykket for vektoren som er parallell med vektoren
[3, 4], og som har lengde 10.

4.1.4
Bestem lengden til hver av vektorene.

i=[3,4]
b=[-1,7]
¢=[-8,6]
d=[4,3]

4.1.5

Underspgk om noen av vektorene fra oppgave 4.1.4 star vinkelrett
pa hverandre.

4.1.6
Undersgk om noen av vektorene fra oppgave 4.1.4 er parallelle.
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4.1.7 (R1V22D1)

For vektorene @ og b er |d| = b=3o0gd b= —3.

2,
Vilar @ =a+bog & =a— 6b.
a) Bestem lengden til @ og v.

b) Bestem vinkelen mellom @ og v.

4.1.8 (R1H25)
Gitt punktene A = (—2,3) og B = (3,2) .

a) Bestem lengden til AB.

b) Linja gjennom A og B skjeerer z-aksen i punktet C'. Bestem
koordinatene til C.

c) D = (2,t) der t € R. Bestem ¢ slik at ZABD = 90°.

4.1.9
Gitt @ = [a,b] og ¥ = [c,d] Vis at hvis Z(@, 0) = 0°, gir (4.17) at

ad —bc =0

4.1.10 (R1V22)
Gitt tallet ¢ og punktene A = (1,2), B =(—1,5) og C = (t,4).

a) Bestem t slik at ZBAC = 90°.

b) Bestem ¢ slik at A, B og C' ligger pa linje.

4.1.11 (R1V23D1)
Gitt tre punkt A = (1,3), B = (4,0) og C' = (9,4).

a) Bruk vektorregning til & avgjore om ZCBA er mindre enn, lik
eller stgrre enn 90°.

Et punkt P ligger pa linjen som gar gjennom B og C'.

a) Bruk vektorregning til & bestemme koordinatene til punktet P
slik at AB 1 AP.
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4.1.12 (R1H23D1)
I trekanten AABC er A = (=3,—-1), B = (2,-2) og C = (5,2).

a) Avgjor ved hjelp av vektorregning hvilken side i trekanten som
er kortest.

b) Avgjor ved hjelp av vektorrekning om noen av vinklane i trekan-
ten er 90°.

4.1.13 (R1V24)
Gitt punktene A = (3,4), B =(—1,-2) og C = (3 +t,2t).

a) Bestem t slik at A, B og C' ligger pa linje.
b) Bestem ¢ slik at ZBC'A = 90°.

Gruble 41

Gitt et parallellogram LJABCD. Vis at midpunktet til diagonalen
AC ogsa er midtpunktet til diagonalen BD.

Gruble 42
For vektorene @ og b er |d| = 2, |
vektorene 4 = d + b og v = a — 6b.

a) Bestem de respektive lengdene til @ og v.

b) Bestem vinkelen mellom @ og v.

Gruble 43

Gitt en lineser funksjon f med stigningstall a. Forklar hvorfor
grafen til alle linesere funksjoner med stigningstall —é vil sta vinkel-
rett pa grafen til f.

Gruble 44
(R1h22) Gitt punktene A = (1,1), B=(9,7) og P = (5,9).
a) Vis at ZAPB = 90°.

b) En linje [ er parallell med A_B, og gar gjennom punktet P.
Det er ogsa et annet punkt ) pa [ som er slik at LZAQB =
90°. Bestem koordinatene til Q).
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Gruble 45
Gitt punktene A = (0,0), B = (9,1) og C = (24, 10). En linje [ er
gitt ved parameterfremstillingen

r=12¢

l(x) = : t>0
y = ot

a) Vis at C' ligger pa [.

b) Finn koordinatene til punktet D slik at ZADB = 120°.

c) Punktet E ligger pa [ slik at arealet til AABE er 11. Finn
koordinatene til E.

Gruble 46
Gitt vektorene @ = [3,—2|, ¥ = [4,6], & = [2, —3] og p = [8, 12]

a) Avgjor om noen av vektorene er like lange.
b) Avgjer om noen av vektorene er ortogonale.

c) Gitt vektoren ¢ = [2a—3, 14-3b]. Bestem a og b slik at @+2q =
[7,5].

Gruble 47
Gitt vektorene @ og b hvor \ ] =4, |b| = 2v/3, og £(@,b) = 30°.
For vektoren p har vi at p=a + b.

a) Finn lengden til p.
b) For vektoren ¢ har vi at ¢ = ta + b. Bestem ¢ slik at pog qer

ortogonale.

Gruble 48
(R1V25) Gitt punktene O = (0,0), A = (—1,2), og B = (1,1).

a) Finn lengden til AB.
b) Vektoren fra O til C'= (—1,a) er parallell med AB. Finn a.

c) Punktet M er plassert slik at ‘O—J\ﬂ = /10 og ZOBM = 90°,
og slik at avstanden mellom M og B er minst mulig. Finn M.
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Gruble 49
Gitt punktene A = (—2,3) og B = (3,2).

a) Bestem lengden til AB.

b) Linjen gjennom AB skjeerer z-aksen i punktet C'. Bestem ko-
ordinatene til C'.

c¢) Gitt punktet D = (2,t). Bestem ¢ slik at ZABD = 90°.

Gruble 50
Gitt punktet A = (3,2), tallet ¢t og vektorene @ = [4,3] og U =
[2t, 5t]. I parallellogremmet JABCD er AB = @ og AD = 0.

a) Bestem koordinatene til C' og D uttrykt ved t.

b) Bestem ¢ slik at skjeeringspunktet mellom diagonalene i paral-
lellogrammet er P = (8,11).
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Kapittel 5

Grenseverdier og
kontinuitet
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5.1 Grenseverdier

Si at vi starter med verdien 0.9, og deretter stadig legger til 9 som
bakerste siffer. Da far vi verdiene 0.9, 0.99, 0.999 og sé videre. Ved

a legge til 9 som bakerste siffer pa denne méten, kan vi komme sa
nzerme vi matte gnske — men aldri na eksakt — verdien 1. Det &
"komme sa neerme vi matte gnske — men aldri na eksakt — en verdi”
vil vi heretter kalle & "g& mot en verdi”. Metoden vi akkurat beskrev
kan vi se pa som en metode for & ga mot 1. Vi kan da si at grense-
verdien til denne metoden er 1. For & indikere en grenseverdi skriver
vi lim .

Det er viktig & tenke over at vi kan ga mot et tall fra to sider; fra ven-
stre eller fra hggre pa tallinjen. Med en metode som gir oss verdiene
0.9, 0.99, 0.999 og sa videre, nzermer vi oss 1 fra venstre. Lager vi oss
en metode som gir verdiene 1.1, 1.01, 1.001 og sa videre, neermer vi oss
1 fra hggre. Dette vises ved & markere + eller — over tallet vi gar
mot.

5.1 Grenseverdier

x — a’ = x gar mot a fra hggre
r — a = x gar mot a fra venstre

x — a = x gar mot a (fra bade hggre og venstre)

li_r>n f(x) = grenseverdien til f nar x gar mot a
r—a

= verdien f gar mot nar x gar mot a

Sprakboksen

A gi mot en verdi fra hggre/venstre kalles ogsa & ga mot en
verdi ovenfra/nedenfra.

Hvis li_r)n f(z) er et endelig tall, sier vi at grensen eksisterer.
x a

Hvis den ikke er et endelig tall, sier vi at grensen ikke ek-

sisterer. Et krav for at en grense skal eksistere er altsé at

lim # +o00 og at lim = lim — a.
T—a xt—a x—
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Merk

x — a omfatter de to tilfellene x — a™ og x — a~ . Ofte vil
disse veere sa like at vi kan behandle z — a som ett tilfelle.

En utvidelse av =

Det litt paradoksale med grenserverdier hvor x gar mot a, er
at vi ofte ender opp med & erstatte x med a, selv om vi per
definisjon har at x # a. For eksempel er

Jljl_)r%(x+1):2+1:3 (5.1)

Det er verd a filosofere litt over likhetene i (5.1). Nar = gar mot
2, vil x aldri bli eksakt lik 2. Dette betyr at « + 1 aldri kan bli
eksakt lik 3. Men jo naermere z er lik 2, jo nsermere er x + 1 lik
3. Med andre ord gar 4+ 1 mot 3 nar x gar mot 2. Likheten i
(5.1) viser altsa ikke til et uttrykk som er eksakt lik en verdi,
men et uttrykk som gar eksakt mot en verdi. Dette gjgr altsa at
grenseverdier bringer en noe utvidet forstaelse av =.

5.2 Regneregler for grenseverdier

Gitt funksjonene f(z) og g(z), hvor Lll_r)r(ll =b og lim = ¢. Da er

Tr—a
lim(f +g) =b+c (5.2)
%11)% fg=bc (5.3)

Eksempel 1
. 224203 T 1
Gitt f(z) = £12=3 Finn £1_>ml f(x).

Svar

Nar x # 1, har vi at

o) = (x —1)(x +3) 43

r—1

Dette betyr at
lim f(z) =limz 43 =4
z—1

rz—1
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5.2 Kontinuitet

5.3 Kontinuitet

Gitt en funksjon f(z) og et tall ¢. f er kontinuerlig for x = ¢
bare hvis

lim f(z) = f(c) (5.4)

Tr—C

Hvis (5.4) er ugyldig, er f diskontinuerlig for x = c.

Sprakboksen

Hvis en funksjon f(x) er kontinuerlig for alle z, kalles f en
kontinuerlig funksjon.

Eksempel 1
Undersgk om funksjonene er kontinuerlige for = = 2.
a)
_ r+4 , <2
f(x)_{—3:v+12 L o> 2 5.2
b)
. z+1 , <2
g($)_{—x+6 , T >2 1843
Svar
a) Vi har at
lim f(z)=f(2)=-3-2+12=6
z—2t
lim f(z)=24+4=6
T2~

Altsa er f kontinuerlig for x = 2.

b) Vi har at
lim g(z) =¢g(2)=2+1=3
T2~
li =—-2+6=14
g 9= =2

Altsa er g ikke kontinuerlig for x = 2.
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Visualisering av kontinuitet

Visuelt kan vi skille mellom kontinuerlige og diskontinuerlige
funksjoner slik; kontinuerlige funksjoner har sammenhengende
grafer, diskontinuerlige funksjoner har det ikke. Et utsnitt av
grafene til funksjonene fra Eksempel 1 pa side 110 ser slik ut:

f f f — x
1 2 3 4

Grafer fungerer utmerket til & avgjgre hvilke funskjoner vi for-
venter & veere kontinuerlige eller ikke, men er aldri gyldige som
et bevis for dette.
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Oppgaver for kapittel 5

5.1.1
Undersgk om funksjonene er kontinuerlige.

f(:c):{ r—95 , x<4

—x+3 , z>4

2+T7 , w<4
g(x) =

b5r4+1 |, x>4

202 —4 , x >4
h(z) = .
—sr+30 , x<4

5.1.2
Bestem a slik at f er kontinuerlig

2> —4+a , <3
f(x)_{ 2r+1 , >3

5.1.3
Bestem grenseverdiene hvis de eksisterer.

. 3(x* = 3) . VT =2 P+ 412
WMo Do 9Meon
-3
d) lim e ™! e) lim e *t! f) lim .
T—00 T——00 =332 + o — 12

5.1.4 (R1H22)
Bestem grenseverdien

h—0
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5.1.5 (R1H25)

a) Forklar hvorfor grenseverdien ikke eksisterer.

o —dx 42
lim ——mm——
-2 12 — 20 — 8

b) Bestem a slik at grenseverdien eksisterer, og finn grensever-
dien.
2 H4ar+2
lim ————
e——-2 132 — 2r — 8

Gruble 51
(R1V23D1)
Bestem grenseverdien
oa®—38
lim
z—0 2 — 4
Gruble 52
Vurder om pastanden er rett.
Dersom lim f(z) = lim g(z) og lim f(x) = lim = g(z),

sa er f(x) = g(x).
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Kapittel 6

Derivasjon

115



6.1 Definisjoner

Gitt en funksjon f(z) og to x-verdier a og b. Endringen til f relativ til
endringen til = for disse verdiene er gitt som

f(0) — f(a)

— (6.1)

I MB har vi sett at uttrykket over gir stigningstallet til linja som gar
gjennom punktene (a, f(a)) og (b, f(b)). I en matematisk sammenheng
er det ekstra interessant a undersgke (6.1) nar b nsermer seg a.

f !
f)+
f(0) 1
fla)+ f(a) A
a N a b v
(a) (b)
f f
f(0)
f(0) 4
i)} fid ]
" & '
(c) (d)

Ved & innfgre tallet h, og & sette b = a + h, kan vi skrive (6.1) som

fla+h) - f(a)

h
A derivere innebzrer 4 undersgke grenseverdien til denne brgken nar
h gar mot 0.
Merk
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I teksten og figurene over har vi tatt utgangspunkt i at b > a,
men dette er ikke en forutsetning for at uttrykkene er gyldige.

6.1 Den deriverte
Gitt en funksjon f(z). Den deriverte av f i z = a er da gitt

SO L
fl(a) :}llg%f(a_{— ;_f(a)

(6.2)

Linja som har stigningstall f’(a), og som gir gjennom punktet
(a, f(a)), kalles tangeringslinja til f for z = a.

f

7
Eksempel 1
Gitt f(z) = x2. Finn f'(2).
Svar
Vi har at F@4h) - f2)
+ —
/ —
f12) = lim h
2 _ 92
~ lim (2+h) 2
h—0 h
22 + 4h + (h)? — 22
= lim
h—0 h
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Eksempel 2
Gitt f(x) = 23. Finn f'(a) .

Svar
Vi har at
+ h)3 — a3
/ — 1 (a
f(a) = lim ————
. a® + 3a?h + 3ah® + h® — a®
B0 h

— lim (3(12 + 3ah + h2)
h—0
= 3a2

Altsé er f/(a) = 3a?.

Alternativ definisjon

En ekvivalent utgave av (6.2) er

f'(a) = lim M (6.3)

b—a —a

Sprakboksen

Et annet ord for en tangeringslinje er en tangent.

Hvis vi for to funksjoner f(x) og g(z) har at f'(a) = ¢/(a), sier
vi at funksjonene tangerer hverandre i punktet a.

Linearisering av en funksjon

Gitt en funksjon f(z) og en variabel k. Siden f’(a) angir stigningstal-
let til f(a) for = a, vil en tilneerming til f(a + k) veere

fla+k)~ f(a) + f(a)k

Det er ofte nyttig a vite differansen € mellom en tilnserming og den
faktiske verdien:

e=fla+k) = [fla)+ f(a)k] (6.4)
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Vi legger merket til at! ]iir% £ =0, og skriver om (6.4) til en formel for
—
fla+k):

6.2 Linearisering av en funskjon

Gitt en funskjon f(z) og en variabel k. Da finnes en funksjon
(k) slik at
fla+k)=fla)+ f(a)k+e (6.5)

hvor lim £ = 0.
k—0
Tilnsermingen
fla+k) = f(a) + f(a)k (6.6)
kalles linesearapproksimasjonen av f(a + k).

Y

Dette overlates til leseren & vise.
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6.2 Derivasjonsregler

Den deriverte funksjonen

Eksempel 2 pa side 118 belyser noe viktig; hvis grenseverdien i (6.2)
eksisterer, vil f’(a) veere uttrykt ved a. Og selv om a betraktes som en
konstant langs veien som fgrer til dette uttrykket, er det ingenting som
hindrer oss i & etterpa behandle a som en variabel. Hvis f’(a) er et
resultat av derivasjon av funksjonen f(x) er det ogsa hendig & omdgpe
a til x:

6.3 Den deriverte funksjonen

Gitt en funksjon f(z). Den deriverte funksjonen til f er
funksjonen som fremkommer ved a erstatte a i (6.2) med x.
Denne funksjonen skriver vi som f’(z).

Eksempel
Gitt f(z) = 23. Siden! f/(a) = 3a?, er f'(z) = 322

'Se Eksempel 2, side 118.

Sprakboksen

Alternative skriveméater for f er (f)" og % .
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Derivert med hensyn pa

Derivasjon som vi har sett pa sa langt har veert en brgk med en
differanse av z-verdier i nevner og den tilknyttede differansen
av f-verdier i teller. Da sier vi at f er derivert med hensyn pa
x. I denne bokserien skal vi i all hovedsak se pa funksjoner som
bare er avhengige av én variabel. Gitt en funksjon f(z), er det

da underforstitt at f’ symboliserer f derivert med hensyn pa
x.

Samtidig er det greit & veere klar over at en funksjon gjerne kan
veere avhengig av flere variabler. For eksempel er funksjonen

flz,y) =2+

en flervariabel funksjon, avhengig av bade x og y. I dette

tilfellet kan vi bruke skrive % f for a indikere derivasjon med

hensyn pa x, og % f for & indikere derivasjon med hensyn

pa y. Leseren ma gjerne forklare for seg selv hvorfor fglgende
stemmer:

d d
—f=2 — f = 32
dxf . ’ dyf E
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6.2.1 Den deriverte av elementsere funksjoner

6.4 Den deriverte av elementaere funksjoner

For en variabel x og en konstant r er

(") =¢" (6.7)
(z") = ra"1 (6.8)
(Inz) = % (6.9)

6.5 Den deriverte av sammensatte funksjoner

Gitt en konstant a og funksjonene f(z) og g(z). Da er

(@ fY=a-f (6.10)
(f+9) =f+d (6.11)
(f-9)=f-¢ (6.12)

6.6 Den andrederiverte

Gitt en deriverbar funksjon f(x). Da er den andrederiverte
funksjonen til f gitt som

(f) =" (6.13)
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6.2.2 Kjerne-, produkt- og divisjonsregelen ved derivasjon

6.7 Kjerneregelen

For en funksjon f(x) = g [u(z)] har vi at

f'() = ¢'(u)u/(z) (6.14)

Eksempel

Finn f/(z) nar f(z) = e to+1,

Svar

Vi setter u = 2? + 2 + 1, og far at
g(u) =e" g (u)=e" W(z) =2z +1

Altsa er
f'(z) = g'(wu'(z)
=e"(2z+1)

= Pt (2 4 1)

6.8 Produktregelen
Gitt funksjonene f(z), u(z) og v(x), hvor f = uv da er

f=dv+w

Eksempel 1

Finn den deriverte av funksjonen f(z) = x2e?.

Svar
Vi setter u(x) = 22 og v(z) = €%, da er

/ /
f=w u = 2x v ="

Altsa er
f=u'v+w
= 2ze” + 22e”

=ze®(2+ x)
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6.9 Divisjonsregelen

Gitt funksjonene f(z), u(z) og v(x), hvor f = Y Daer
v
/ /
, uv—uwv
= 6.15
=t (6.15)
Eksempel
Finn den deriverte av funksjonen f(z) = 2f.
Svar
Vi setter u(r) = Inz og v(z) = x4, da er
f:g w =zt v = 4a3
v
Altsa er ) ,
, uv—uw
f - 02
B z7l-zt—Inx- 43
= =
1—4lnz

zd

Merk: Vi kan ogsa finne f’ ved & sette u(z) = Inz og v(z) = 2, for sd &

bruke produktregelen.
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6.10 L’Hopitals regel
Gitt to deriverbare funksjoner f(z) og g(x), hvor

fla) =g(a) =0
Da er ,

lim = = lim ~

Tr—a g Tr—a g
Eksempel

. . 7. €
Finn grenseverdien til lim
z—0 X

Svar

Vi setter f(xz) =e® — 1 og g(x) = x, og merker oss at
f(0) = g(0) = 0. Dermed har vi at
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6.3 Derivasjon av vektorfunksjoner

6.11 Den deriverte til en vektorfunksjon

Gitt to deriverbare funksjoner f(t) og g(t), og vektorfunksjonen

Den deriverte funksjonen 7/(t) til 77 er da definert som

() = [f'(t),9'(¢)]

For t = a vil 7/(a) veere en retningsvektor til tangenten til 7 i
endepunktet til (a).
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Forklaringer

6.7 Kjerneregelen (forklaring)

La oss se pa tre funksjoner f, ¢ og u, hvor!

f(z) = gu(z)]
f beskrives direkte av x, mens g beskrives indirekte av x, via
La oss bruke f(z) = e som eksempel. Kjenner vi verdien til z,

kan vi fort regne ut hva verdien til f(x) er. For eksempel er

f@ =" =¢
Men vi kan ogsé skrive g [u(z)] = ¢*®), hvor u(z) = z2. Denne
skrivematen impliserer at nar vi kjenner verdien til z, regner vi
fgrst ut verdien til u, fgr vi sd finner verdien til g:

u3)=32=9 , gu@B)]=e"® =¢

Av (6.2) har vi at

f/(x)_flbii%f(x—i_h}i_f( )
_ gy 9 [u(@ + 1)) = g[u(@)
h—0 h

Vi setter k = u(z + h) —u(z). Da er

et )] gfu@)]
h—0 h h—0 h

Av (6.5) har vi at

Altsa er
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Da lim k = 0, er lim ¢ = 0. Videre har vi at lim % =u/(x).
h—0 h—0 h—0
Altsa har vi at

gg\ k
lim (¢'(u) + -2 ) - = ¢ (u)u/(x
lim (9'w) + 52) § = /'@
'Klammeparantesene [] har i denne sammenhengen lik betydning som

vanlige paranteser, de brukes bare for & fa ryddigere uttrykk.

6.8 Produktregelen (forklaring)
Gitt funksjonene f(x), u(z) og v(x), hvor

f=uv
Av (6.1) er da

' = lim u(z + h)v(z + h) —uwv
h—0 h

La oss skrive u(z + h) og v(z + h) som henholdsvis @ og v:

P iy 20 W
f hs0 R
Vi kan alltids legge til 0 i form av % = %:

P Uy — uv @_@
/ _;lffb{ n T h h}
(@ —u)v u(f)—v)}
[ h + h

= lim
h—0

Siden vi for enhver kontinuerlig funksjon g har at }Lir% jg =g og
*)

lim ot =o@) _ 1 o

f=vv+w
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6.4 Den deriverte av elementzere funksjoner (fork-
laring)

Likning (6.8)

Vi starter med & merke oss at

(Inz") = (rlnz)

r

T

Vi setter u = x". Av kjerneregelen har vi da at

r
X

Altsa er

Likning (6.9)
Vi har at z = e™®. Vi setter u = Inz og g(u) = e Da har vi at
x = g(u), og at

gdu)=e*=eP%=¢
u'(x) = (Inz)’
Av kjerneregelen har vi at
(z)" = g'(w)u'(z)
=z (lnz)
Dal (z)' = 1, har vi at
1=2z(nz)
Altsa er |
(Inz)" = -

1Se oppgave ??.
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6.9 Divisjonsregelen (forklaring)

Vi har at N /
r=(3) = (=)

Av produktregelen (regel 6.8) og kjerneregelen (regel 6.7) er da

/ /
— _ uv— uv
fI:U/U 1—uv 20/:
02

6.10 L’Hopitals regel (forklaring)
Siden f(a) = g(a) =0, er

f(z) — f(a)
hm@:hmf(x)_f(a): r—a
T—a g(:z;) T—a g(:z:) _ g(a) g(x) — g(a)

Av (6.3) har vi da at

lim M = lim (=)
2B g(a) e g()
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Oppgaver for kapittel 6

6.1.1
Bruk definisjonen av den deriverte til & vise at for funksjonen

f(@)="Ler fla)= L.

6.1.2
a) Bruk definisjonen av den deriverte til a finne den deriverte
funksjonen til henholdsvis f(z) = z, fo(x) = 22, f3(z) = 2.

b) La f,(z) = 2" for n € N. Bruk det du fant i oppgave a) til &
foresla et uttrykk for f/(x) = z™.

6.2.1

Deriver uttrykkene

a) ha? b) —8z° c) 2a” d) —z3 e) 7
6.2.2

Deriver uttrykkene
a) 2e” b) —30e” c)8lnx d) —4lnz

6.2.3

Forklar hvordan du kan omskrive uttrykk pa formen mik slik at du
kan anvende (6.8) til & derivere uttrykkene.

6.2.4

Deriver uttrykkene (Hint: Se oppgave 6.2.3)
5 7 2 3
— — -—— d

2) x2 ) 210 c) 9x7 1123

6.2.5

Deriver funksjonene

a) g(z) = 3a*—4a+1 b) f(z) = 2*+Inzx c) h(z) = Inx+a?+2
d) a(z) = 2®+¢® e) p(x) =e"+Inzx f) b(x) = 323 +/x+2

6.2.6 (R1V25)
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Gitt funksjonen

i) 2?+2 , <0
¥ = 2¢* . x>0

a) Avgjer om f er kontiunerlig i z = 0.

b) Avgjer om f er deriverbar i x =0
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6.2.7
Deriver uttrykkene med hensyn pa x.

a) az® + bx + ¢ b) 72° — 3az + b ¢) —9qz" + 3px® + b

6.2.8

Deriver funksjonene
a) f(z) = zv/1—2x b) p(z) = 3xe* c) h(z) = 32%Inx
d) k(z) = VA2 =5 e) f(z) =a*2r —1  f) q(z) = &5
g fle) = (@*+2)" h)h(z) = & i) f(2)

j) 42? In(3z) k) zelx

6.2.9 (1TV21)

Gitt funksjonen f(z) = —5x? + ax + 1. Toppunktet til f er
(2, f(2)). Finn a.

6.2.10
Lgs Gruble 51 ved hjelp av L’Hopitals regel.

6.2.11 (R1H25)

Funksjonen g(x) = 2222 er kontinuerlig og deriverbar for alle z €
R.

a) Finn ¢'(2) og ¢'(3).

b) Hva forteller svarene i oppgave a) om grafen til g nar x € [2, 3]

6.2.12
Finn eventuelle topp- og bunnpunkt til funksjonene.

a) f(z) =42%Inz b) g(z) = e (2z — 1)?
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Gruble 53
(1TH24) Gitt funksjonen

f(x) =az® + ba® + cx +d
Vi har at
o Grafen til f skjeerer punktet (2,6)
o Punktet (—2,8) er et toppunkt for f
o Tangenten til f nar x = 3 har stigningstall 4

Finn de respektive verdiene til a, b, ¢ og d.

Gruble 54

Den rette linja i figuren under er grafen til den deriverte funksjo-
nen til f(z). Punktet P = (1,2) ligger pa grafen til f. Finn ut-
trykket til tangenten til f i punktet P.

8

Gruble 55
Gitt funksjonen

f(z) = ax® + bz* + cx +d
Vi har at
o Punktet (—8,0) er et toppunkt for f

« Stigningstallet til linja gjennom punktene (0, f(0)) og (5, f(5))
er &
5
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Gruble 56
Gitt funksjonen

f(z) = az® — 202 + (b* + 3)x
a) Vis at f bare har ett nullpunkt, uavhengig av verdien til b.
b) For hvilke verdier av b har f bare ett stasjoneert punkt?

c) Hvis b # 0, har f to tangenter med stigningstall 3. Bestem
uttrykkene for hver av tangentene.

Gruble 57

(R1V22D1)
En funskjon f er gitt ved

?+1, z<2
r—t , x>2

o~
a) Bestem tallet ¢ slik at f blir en kontinuerlig funksjon. Husk &
grunngi svaret.

b) Avgjor om f er deriverbar i z = 2 for den verdien av ¢ du fant
i oppgave a).

Gruble 58
Vurder om pastanden er rett.

Funksjonen f(x) = |z| er deriverbar for alle x € R,
bortsett fra for z = 0.
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Gruble 59
I figuren under ser du et utsnitt av grafene til tre funksjoner. For
funksjonen f(x) har vi at

f@-10) _ 1
4

¢ 2

C P =1
Hvilken av grafene er grafen til f7

Y

\ .
1 1
8]

Gruble 60
Gitt en andregradsfunksjon f(z). Vi har at

a) tangenten i punktet (2,0) har likningen y = 9z + 18.
b) tantenten i punktet (8, —10) har likningen y = —11x + 78.
Bestem f'(x).

Gruble 61

Et rektangel er innskrevet i en sirkel. Vis at rektangelets areal er
stgrst hvis det er et kvadrat.
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Gruble 62
(T1H23D1)

Funksjonen f er gitt ved
f(z) =2 —32° —x +4
Bestem ligningen for tangenten til f i punktet (1, f(1).

Gruble 63

Tredjegradsfunksjonen f har bunnpunkt (-2, —11) og toppunkt
(4,25). Likningen til tangenten til f i punktet (1,7) er y = 9z — 2.

Finn f(z).

Gruble 64
Bevis at (6.15) er gyldig.

Gruble 65
Bevis at (a®) = a®Ina.

Gruble 66
Funksjonen f er gitt ved

1
f(z) = gx?’ —22° —1

og har definisjonsmengde D; = [a, b].

a) Bestem a og b slik at Dy blir stgrst mulig, og slik at f har en
omvendt funksjon g og 2 € Dy.

b) Finn stigningstallet til tangenten til g i punktet (—10, 3).

¢) ¢ har en annen tangent med samme stigningstall som tangen-
ten i (—10,3). Finn dette tangeringspunktet.
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Gruble 67
Gitt funksjonen

-9z —15 < =2
flz) = ar® + b’ +c+d , 2<z<k
2
% - — % , x>k
a) Avgjor om funksjonen er kontinuerlig nar x = —2 hvis a = 2
og b= —2.

b) Bestem a, b, ¢ og k slik at f er kontinuerlig og deriverbar nar
xr=—-2o0gx=~F.

Gruble 68
Gitt funksjonen
-9z —15 , Tz <2
o) = ar® +bx*+c+d , —2<z<1
x? ;
——x—3 z>1
2 2

Bestem a, b, ¢ og d slik at f er kontiunerlig og deriverbar for alle
r e R

Gruble 69

(R1V25) I figuren under vises grafen til funksjonen f(x) = Inz.
Tangenten til f i punktet B gar gjennom A = (0,0). Punktet C'
er plassert pa linja y = x slik at ZACB = 90°.

a) Finn B.
b) Finn arealet til AABC.
y
c f
B
A
/ |
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Gruble 70
a) Viat

Hvis den deriverte funksjonen til f(z) er kontinuerlig for
x € [a,b], er f kontinuerlig for x € (a,b).

Hint: Bruk (6.3).

b) Bruk resultatet fra oppgave a) til & forklare at alle polynom-
funskjoner er kontinuerlige for alle x.

Gruble 71
Gitt punktet A = (0,0) og funksjonen

flx)=—-2*+4 |, x€][0,2]

Punktet C ligger pa grafen til f. Finn koordinatene til C slik at
rektangelet JABC'D far stgrst mulig areal.

f

Gruble 72
Et rektangel har hjgrner som ligger pa en sirkelbue. Vis at rek-
tangelet har stgrst areal hvis det er et kvadrat.
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Gruble 73

Gitt funksjonen f(z) = az? + bx + ¢ og punktene A = (p, f(p)) og
B = (q, f(q)). Tangenten til f i punktet C' = (¢, f(t)) er parallell
med segmentet AB.

a) Visat t = 1(p + q).

b) Vis at Axapc = 5(¢ —p)?

B
A
c
Gruble 74
Gitt at f'(z) er kontinuerlig, vis at

h—0 h

Gruble 75

(R1H23) Gitt et prisme med kvadratisk grunnflate. Overflatearealet
til prismet kan ikke veere mer enn 120.

a) Hva er det storste volumet prismet kan ha hvis sidelengden til
grunnflaten er 57

b) Hva er det maksimale volumet prismet kan ha?

¢) Hva er det minste overflatearealet prismet kan ha hvis vol-
umet er 807
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Gruble 76
Gitt funksjonen
flz)=1-27 ., x€]0,1]
Tangenten til f i punktet P = (a, f(a)) skjeerer henholdsvis z- og
y-aksen i punktene A og B.
a) Finn arealet til AOAB nér a = 3.
b) Finn a nar AOAB har sa lite areal som mulig.
f

B¢

Gruble 77
En linje [ gar gjennom punktene A = (4,—2) og B = (6,6).
a) Bestem avstanden fra punktet P = (2,8) til linja.

b) Gitt funksjonen f(x) = 2? + 2. Finn den minste avstanden
mellom grafen til f og [.

Gruble 78

(R1V22) Gitt funksjonen f(x) = z® — 32% — 13z + 15 og punktene
A= (1,0), B=(s,0) og C = (s,9(s)), hvor s € (1,5). Finn s slik
at arealet til AABC blir stgrst mulig, og finn arealet.

Gruble 79
Gitt funksjonen

2?2+l v<?2
flo) = r—t , x>2
a) Bestem tallet ¢ slik at f er en kontiunerlig funksjon.

b) Avgjor om f er deriverbar i z = 2 for den verdien av ¢ du fant
i oppgave a).
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Kapittel 7

Funksjonsdrgfting
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7.1 Monotoniegenskaper

De fleste funksjonsverdier varierer. Beskrivelser av hvordan funksjonene
varierer kaller vi beskrivelser av funksjonenes monotoniegenskaper.

7.1 Voksende og avtagende funskjoner

Gitt en funksjon f(x).

o f er voksende pa intervallet [a, b] hvis vi for alle
x1, 22 € [a,b] har at

1 < X9 = f(ml) < f(l'g) (7.1)

Hvis f(x1) < f(z2) kan erstattes med f(z1) < f(z2), er f
strengt voksende pa intervallet.

f

X

o f er avtagende pa intervallet [a, b] hvis vi for alle
x1, 22 € [a,b] har at

1 < X9 = f(ml) > f(l'g) (7.2)

Hvis f(z1) > f(x2) kan erstattes med f(x1) > f(z2), er f
strengt avtagende pa intervallet.
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7.2 Monotoniegenskaper og den deriverte

Gitt f(z) deriverbar pa intervallet [a, b].
o Hvis f' > 0 for z € (a,b), er f voksende for x € [a, b]
o Hvis f/ <0 for z € (a,b), er f avtagende for = € [a, D]

Hvis henholdsvis > og < kan erstattes med > og <, er f strengt
voksende/avtagende.

Eksempel
Avgjer pa hvilke intervaller f er voksende/avtagende nar
1
f(z) = gx?’ — 422 + 122 , z € [0, 8]
Svar
Vi har at

f'(z) = 2% — 8z + 12

For & tydeliggjore nar f’ er positiv, negativ eller lik 0 gjgr vi to
ting; vi faktoriserer uttrykket til f’, og tegner et fortegnsskjema:

f'(@) = (z - 2)(z - 6)
0 2 6 8

Fortegnsskjemaet illustrerer fglgende:
o Uttrykket = — 2 er negativt nar x € [0,2), lik 0 nar z = 2,
og positivt nar z € (2, §].
o Uttrykket  — 6 er negativt nar = € [0,8), lik 0 nar x = 6,
og positivt nar x € (6, 8].
o Siden f' = (x —2)(z — 6), er
1> 0mnar z € (0,2)U(6,8)
f'=0narz € {2,6}
/< 0narz € (2,6)
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Dette betyr at
f er voksende nar z € [0,2] U [6, §]
f er avtagende nar x € [2, 6]

7.3 Definisjonsmengde pa voksende/avtagende inter-
vall

Gitt en kontinuerlig funksjon f(x) strengt voksende/avtagende
for x € [a,b]. Verdimengden til f pa dette intervallet er da

[f(a), £(b))]-
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7.2 Ekstremalpunkt, vendepunkt og infleksjons-
punkt

7.4 Maksimum og minimum

Merk: Et tall ¢ kan omtales som et punkt i funskjonsdrgftinger, under-

forstatt at det er snakk om punktet (c,0).

Gitt en funksjon f(z) og et tall c.

o f har absolutt maksimum f(c) hvis f(c) > f(z) for alle
S Df.

o f har absolutt minimum f(c) hvis f(c) < f(z) for alle
S Df.

o f har et lokalt maksimum f(c) hvis det finnes et dpent
intervall I om ¢ slik at f(c) > f(x) for x € I.

o f har et lokalt minimum f(c) hvis det finnes et apent
intervall I om ¢ slik at f(c) < f(z) for z € 1.

Sprakboksen

Et maksimum/minimum blir ogsa kalt en
maksimumsverdi/minimumsverdi.

7.5 Ekstremalverdi og ekstremalpunkt

Gitt en funksjon f(z) med maksimum/minimum f(c). Da er
e f(c) en ekstremalverdi for f.

e c et ekstremalpunkt for f. Neermere bestemt et maksi-
malpunkt /minimumspunkt for f.

e (¢, f(c)) et toppunkt/bunnpunkt for f.
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7.6 Kritiske punkt

Et tall ¢ er et kritisk punkt for en funksjon f(x) hvis én av
fglgende gjelder:

e f er ikke deriverbar i ¢

. f(e)=0

7.7 f' = 0 for lokale ektstremalpunkt
Gitt en deriverbar funksjon f(x) og ¢ € [a, b].

(i) Hvis c er et lokalt ekstremalpunkt for f, er f’(¢) =0

(ii) Hvis ' > 0 for = € (a,c) og f' <0 for z € (¢,b), er c et
lokalt maksimumspunkt for f

(iii) Hvis f' < 0 for = € (a,c) og f’ > 0 for z € (c,b), er c et
lokalt minimumspunkt for f

Sprakboksen

Det som blir beskrevet i punkt (ii) og (iii) omtales ofte som at
” f skifter fortegn i ¢”.
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Eksempel 1
Finn det lokale bunnpunktet og toppunktet til

f(x) = 223 + 922 — 602

Svar

Vi starter med & finne f’:
f' =622 + 18z — 60 = 6(2* + 3z — 10)
Siden 5 - (—2) =10 og 5 + (—2) = 3, har vi av regel 2.2 at
f'=6(x—2)(z+5)
f'=0for x =2 og x = —5. Vi har at
f(2)=2%49.22-60-2 = —68
f(=5)=5"+9.5°—60-5 =275

Altsa er (—5,275) toppunktet til f og (2, —68) er bunnpunktet
1 f.
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7.8 Andrederiverttesten

Gitt en deriverbar funksjon f(z) og et tall c.
o Hvis f'(¢) =0 0g f"(c) <0, er f(c) et lokalt maksimum.
o Hvis f/(¢) =0o0g f"(c) >0, er f(c) et lokalt minimum.

o Hvis f'(¢) = f"(¢) = 0, kan man ikke ut ifra denne infor-
masjonen alene si om f(c) er et lokalt maksimum eller
minimum.

7.8 Andrederiverttesten (forklaring)

Av definisjonen for den deriverte har vi at

f'e+h) = ()

7 I
f(e) = Jim h
Nar f'(c) =0, er
/
oy _ o 4 (et h)
file) = i —=
Nar f”(¢) < 0, betyr dette at
/
h—0 h

Altsd ma f'(c+ h) veere positiv nar h gar mot 0 fra venstre og
negativ nar h gar mot 0 fra hggre. Dermed skifter f’ fortegn i c,
som da ma veere et maksimalpunkt for f. Tilsvarende ma c vaere
et minimumspunkt for f hvis f(c) =0 og f”(c) < 0.
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7.9 Infleksjonspunkt og vendepunkt
For en kontinuerlig funksjon f(x) har vi at

o Hvis f”(c) =0 og f” skifter fortegn i ¢, er ¢ et infleksjon-
spunkt for f.

o Huvis c er et infleksjonspunkt for f, er (¢, f(c)) et
vendepunkt.

e f er konveks pa intervall hvor f” > 0, og konkav péa in-
tervall hvor f” < 0. (Se regel 7.12 angdende kovekse og
konkave funksjoner.)
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Eksempel

flz) =2 —32% — 1442 — 140 , x € [-14,16]

f
E
884 +
B
: /0\ | m
~14 10 -\ 416
C
D
A —1456 +
punkt /verdi type
A = (—14,—-1456) absolutt bunnpunkt
—14 ekstremalpunkt; absolutt minimum
—1456 absolutt minimum
B = (—6,400) lokalt toppunkt
—6 ekstremalpunkt; lokalt maksimalpunkt
400 lokalt maksimum
C = (—1,—286) vendepunkt
-1 infleksjonspunkt
D = (8,-972) lokalt bunnpunkt
8 ekstremalpunkt; lokalt minimumspunkt
—972 lokal minimum
E = (16,884) absolutt maksimum
16 ekstremalpunkt; absolutt maksimumspunkt
884 absolutt maksimum
—10, —1 og 14 nullpunkt
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7.3 Asymptoter

7.10 Vertikale asymptoter

Gitt en funksjon f(z) og en konstant c.

o Hvis lim+ f(z) = oo, er c en vertikal asymptote
T—C

ovenfra for f.

e Hvis lim f(x) = too, er c en vertikal asymptote
T—Cc

nedenfra for f.

o Hvis ligl f(xz) = Loo, er ¢ en vertikal asymptote for f.
r—cC

Eksempel

Finn den vertikale asymptoten til

fla) = = +2

Svar

Vi observerer at

lim {

r—3

1
3+2] = t+0c0

xr —

Altsé er x = 3 en vertikal asymptote for f.
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7.11 Horisontale asymptoter

Gitt en funksjon f(z). Da er y = ¢ en horisontal asymptote
for f hvis
lim f(z)=c

Eksempel

Finn den horisontale asymptoten til

1

f(a:):x_3+2

Svar

Vi observerer at

. 1
lim ( + 2) =2
z—|oo| \ T — 3

Altsé er y = 2 en horisontal asymptote for f.
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7.4 Konvekse og konkave funksjoner

7.12 Konvekse og konkave funksjoner
Gitt en kontinuerlig funksjon f(x).

Hvis hele linja mellom (a, f(a)) og (b, f(b)) ligger over grafen til
f pé intervallet [a, b], er f konveks for x € [a, b].

[

|
a b

Hvis hele linja mellom (a, f(a)) og (b, f(b)) ligger under grafen
til f pa intervallet [a,b], er f konkav for z € [a, b].
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7.5 Injektive og omvendte funksjoner

Injektive funksjoner

7.13 Injektive funksoner

Gitt en funksjon f(z). Hvis alle verdier til f er unike pa inter-
vallet = € [a,b], er f injektiv pa dette intervallet.

Sprakboksen

Et annet ord for injektiv er én-entydig.

Omvendte funksjoner

Gitt funksjonen f(x) = 2x + 1, som apenbart er injektiv for alle z € R.
Dette betyr at likningen f = 2z 4 1 bare har én lgsning, uavhengig om
vi lgser med hensyn pa x eller f. Lgser vi med hensyn pa z, far vi at

fo1

2

N& har vi gatt fra & ha et uttrykk for f til det "omvendte”, et uttrykk
for x. Siden = og f begge er variabler, er z en funksjon av f, og for a
tydeliggjore dette kunne vi ha skrevet

f—1

x(f):T

Denne funksjonen kalles den omvendte funksjonen til f. Setter vi
uttrykket til f inn i uttrykket til z(f), far vi ngdvendigvis x:

2 1-1
x(2x+1):%
=z

Likningen over synliggjor et problem; det er veldig rotete & behandle
x som en funksjon og som en variabel samtidig. Det er derfor vanlig &
omdgpe bade f og z, slik at den omvendte funksjonen og variabelen
den avhenger av far nye symboler. For eksempel kan vi sette y = f og
g = . Den omvendte funksjonen ¢ til f er da at
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7.14 Omvendte funksjoner

Gitt to injektive funksjoner f(z) og g(y). Hvis

9(f) ==z

er f og g omvendte funksjoner.

Eksempel 1
Gitt funksjonen f(z) = 5z — 3.

a) Finn den omvendte funksjonen g(y) til f.

b) Vis at g(f) = «.

Svar

a) Vi setter y = f, og lgser likningen med hensyn pa x:

y=05xr —3
y+3

r=—"

5

Daer g(y) = y—jg?’

b) Nar y = f, har vi at

9(y) = g(5z — 3)
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7.15 Den deriverte til en omvendt funksjon

Gitt funksjonen f(x), og la g(y) veere den omvendte funksjonen
til f. Hvis f'(z) # 0, er

7.15 Den deriverte til en omvendt funksjon (forklar-
ing)

Vi har at g(y) = x. Dermed er %g = %az = 1. Av kjerneregelen
er

%g =4 (y)y (x)
Dermed er
gy (x) =1
L1
Day=f,er )
9'(y) = (@)
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f—l

Hvis f og g er omvendte funksjoner, skrives g ofte som f~!. Da
er det viktig 4 merke seg at f~! ikke er det samme som (f)~!.
For eksempel, gitt f(x) =z + 1. Da er

1
=il =il
= — 1 =
I alle andre tilfeller enn ved n = —1, vil det i denne boka vaere
slik at
="
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Forklaringer

7.2 Monotoniegenskaper og den deriverte (forklar-
ing)

Gitt f(x), hvor f' > 0 for x € [a,b]. La x1,22 € (a,b) og

xg > x1. Av middelverdisetningen finnes det et tall ¢ € (z1, z2)
slik at

£(c) = f(z2) - f(z1)
i) T
Da c € [a,b], er f'(z) > 0, og da er

f(z2) — f(x1)

T2 — X1

0>

Folgelig er f(xz2) > f(x1), og av definisjon 7.1 er da f voksende
pa intervallet (a,b).

7.3 Definisjonsmengde pa voksende/avtagende inter-
vall (forklaring)

Vi gnsker & vise at for et hvilket som helst tall ¢ € (f(a), f(b))
finnes det et tall x. slik at f(z.) = c.

Vi lar f(x) veere en strengt voksende funksjon og definerer
P(c,n) gitt ved folgende prosedyre, beskrevet av en Python-
funksjon (se AM1 for en innfgring i Python):
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1 def P(c, n):

2 x1 = a

3 x2 = b

| x3 = (a+b)/2

5 for i in range(mn):
6 if £(x3) == c:
7 break

8 if ¢ < f£(x3):
9 x2 = x3

10 if ¢ > f(x3):
11 x1 = x3

12 x3 = (x1 + x2)/2.0
13 return f(x3)

Da f er strengt voksende kan vi hele tiden veere sikre pa at
f(x1) < f(x3) < f(x2) og f(r1) < ¢ < f(xe) ved starten av hver
iterasjon. Nar n — oo vil z9 — x1, og da f er kontinuerlig vil
lim f(z1) = f(z2). Dette betyr at lim P(c¢,n) — ¢, og dermed
n—oo n—oo

ma det finnes et tall z. € (a,b) som gir at f(z.) = c.

7.7 f’ = 0 for lokale ektstremalpunkt (forklaring)
Punkt (i)

La ¢ veere et lokalt maksimumspunkt for f. For et tall h mé vi
da ha at ¢ > x for x € (¢ — |h|,c+ |h|). Da er

fle+h)=fle) <0
Dette betyr at

li <0

hggl+ h -
og at

i LW =1

h—0~ h

Folgelig er

et h) = £ _ e+ h) = £(©)
h—s0- h h—0+ h

Altsa er f'(c) =0, og f’ skifter fortegn fra positiv til negativ i c.
Med samme framgangsmate kan det vises at dette ogsa gjelder
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dersom c er et minimumspunkt, bare at da skifter f’ fra negativ
til positiv.
Punkt (ii)

Hvis f' > 0 pa intervallet (a,c), har vi av regel 7.2 at f er sterkt
voksende der. Hvis f' < 0 pa (¢, b), er f sterkt avtagende der.
Dette ma ngdvendigvis bety at f(c) > f(x) for z € (a,b), og da
er ¢ et maksimumspunkt.

Punkt (iii)

Tilsvarende resonnement som for punkt (ii).

162




Oppgaver for kapittel 7

7.2.1

Gitt funksjonen f(z) = a(b — x)(c — ). Finn ekstremalpunktet til
f uttrykt ved b og c.

7.2.2

Gitt en andregradsfunksjon f(z). Finn uttrykket til f nar

a) f har nullpunkt =z = 3 og x = —4, og ekstremalverdi 5.

b) f har nullpunkt x = —1 og x = 10, og ekstremalverdi —100.
¢) f har nullpunkt x = 8, og toppunkt (10, 9).

7.3.1

Finn eventuelle horisontale og vertikale asymptoter, og eventuelle

skjeeringspunkt med y-aksen, for funksjonene.
2

a) f(z) = %5 b) g(z) = -3 ¢) h(z) = 255
d) j(k) =15 e) p(s) = *3*
7.3.2

Finn eventuelle horisontale og vertikale asymptoter til f nar

122—3
a) f= P

7.3.3 (1TV22)

En rasjonal funksjon f(x) har vertikal asymptote x = —2 og ho-
risontal asymptote y = 3.

Bestem to mulige funksjonsuttrykk for f.

7.4.1
Finn den omvendte funksjonen g(y) til f, og bekreft at g(f) = «.

a) f(x) =3z b) f(z) = —92 + 2 ¢) flz)=32-7
d) fl@)=3% eove HVz g Vat9

7.4.2
Finn den omvendte funksjonen ¢(y) til f, og bekreft at g(f) = x.
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a) f(r) =e"+2  b) flr)=In(z+5) o) f(2) = ks

7.4.3 (R1H22)
Avgjer om funksjonen har en omvendt funksjon for hele defin-
isjonsmengden. Begrunn svaret ditt.

a) f(x)=2* , D;=R.
b) g(x) = (@2 D, =[2,—]

7.4.4

Funksjonen f(x) = a(2 — x — 23) har en omvendt funksjon g(y),
og ¢(490) = —4. Finn verdien til a.

7.5.1

Gitt en polynomfunksjon med ekstremalpunkt a og b, som er de
eneste ekstremalpunktene til funksjonen pa intervallet [a, b]. Fork-
lar hvorfor funksjonen er injektiv pa dette intervallet.
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Gruble 80
(R1V22) Gitt funksjonen

f(z) =2* — 6z

Bestem det stgrste intervallet [ slik at 1 € I, og slik at f har en
omvendt funksjon nér Dy = I.

Gruble 81
Gitt funksjonen

P+ 2+kz , v<k
fz) = )
+2-kzx , x>k
a) Forklar hvorfor f er kontinuerlig for alle k.

b) Bestem k slik at f har en kontinerlig derivert funksjon.

c¢) For hvilke verdier av k er f éntydig over hele definisjonsmeng-
den?

165



Gruble 82
(R1V23D2)

Nedenfor har vi tegnet grafene til tre funksjoner f, g, h og k

a) Avgjer og grunngi i hvert tilfelle om funksjonen har en omvendt
funksjon.

b) Bestem definisjonsmengden til den omvendte funksjonen i de
tilfellene hvor den finnnes.

f g

6 6

5 5+

4 44

3 H 1

4 2__

4 1__
} f } } t — x } } } } } — x
6 -4 24,1 2 4 6 6 -4 24,1 2 41 ¢

8
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Gruble 83
(1TV23D1)

Nedenfor ser du grafen til en rasjonal funksjon.

Bestem f(z). Husk & argumentere for at svaret ditt er rett.

Gruble 84

Vis at funksjonen f(z) = az? + bx + ¢ er konveks hvis a > 0 og
konkav hvis a < 0.
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Gruble 85
(R1H25) Under ser du et utsnitt av grafene til atte funksjoner.

« Enav funksjonene er pa formen a”, der a er et positivt heltall.

 Tre av funksjonene er pa formen z°

heltall.

— ¢, der b og c er positive

o Fire av funksjonene er den dobbeltderiverte funksjonen til
én av de andre funksjonene.

a) Sorter grafene i par hvor forste bokstav viser til grafen til en
funksjon, og andre bokstav viser til grafen til den dobbelt-
derivete. Argumenter for hvorfor parene er riktige.

b) Hvilke av funksjonene har en omvendt funksjon pa hele defin-

isjonsomradet?
Yy
A Yy Y y
4 2 / 4 4
: b 2
2 —2 2 4
L 1 I T x 1 1 1
B Lo T
(a) (b) (c) (d)

=
"
[\
N
—
8
=
S
Q
SRS
~
[\]

N
i~
(I
8

(e) () (g) (h)
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Gruble 86

Gitt funksjonen f(x) = ax?® + bx + ¢, hvor! a > 0. For & beskrive
formen til grafen til f gjor vi folgende?:

e Vilar g(x) veere funksjonen som beskriver differansen
mellom f(x) og minimumsverdien til f.

« Vilar h(g) veere horisontalavstanden mellom g(x) og linja
b

Hvis to kvadratiske funksjoner har identiske uttrykk for h(g) kan
vi si at funksjonene har lik form.

a) Vis at

b) Se tilbake til gruble 13, og lag en oppsummering av hvordan
en endring av a, b eller ¢ eventuelt vil endre
« grafens horisontale forskyvning
« grafens vertikale forskyvning

» grafens form

!Tilfellet hvor a < 0 blir helt tilsvarende
2tilfellet hvor f har et toppunkt i stedet for et bunnpunkt er helt identisk.
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Gruble 87

I figuren under har vi to parabler. Den grgnne parabelen er teg-
net ved a forst speile den bla parabelen om horisontallinja gjen-
nom bunnpunktet, for sa a parallellforskyve parablene slik at de
tangerer hverandre i et punkt B. A og C' ligger pa horisontallinja
gjennom B, og D og E ligger langs samme horisontallinje.

Finn lengden til linjestykket AC', uttrykt ved s, nar du vet at
DE = 2s.

D B

Gruble 88
Under ser du grafene til en lineser funksjon, en andregradsfunksjon

og en tredjegradsfunksjon.

f g h
2% 1+

7 T : I/\I Il xT

6T 1 -3 2 —N;/l

54 . . -2

4+ ! —31

5 -2 —1_1 /'1 2 ]

2+ -5+
1+ —9 —64
: — -7
1 2 —3 -84

a) Hvilke av funksjonene har en omvendt funksjon uten forskrift?
b) Finn uttrykkene til f(x), g(x) og h(zx).

¢) Finn de omvendte funksjonene i(y), j(y) og k(y) til henholdsvis
/s g 08 h.
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Gruble 89

La f veere en tredjegradsfunksjon. Avgjer om pastandene er sanne
eller usanne. Begrunn svaret ditt.

1. Grafen til f har minst ett ekstremalpunkt.
2. Alle linjer gitt som y = ax + b vil skjeere grafen til f.
3. Dersom f har et vendepunkt for = = 3, er f'(1) = f'(5).

Gruble 90
Gitt funksjonene

f(z) =22° — 622 + 22 +3 , g(x) =2x+3
a) Vis at f og g skjeerer hverandre i to punkt.
b) Vis at f og g tangerer hverandre i ett av skjeeringspunktene.

c) Vis at hvis F(z) = ax® + bz? + cx + d og G(z) = cx + d, s& vil
F og G tangere hverandre.

d) Finn en sammenheng mellom vendepunktet til F' og z-koordinaten
til ett av skjeeringspunktene til F' og G.

Gruble 91
(1ITH24) En rasjonal funksjon f(x) har aspymptotene x = 2 og
x = 4. Nullpunktet til funksjonen er x+ = —3. Finn et mulig

funksjonsuttrykk for f. Begrunn pastanden din.
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Gruble 92

a) Lgs likningen
23— 72 — 100 +16=0

b) Gitt funksjonen f(z) = 2®— 72> —10z+16. Hvilken av figurene
under kan vise grafen til f?

y y
(a) (b)
Y y
(¢) (d)
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Gruble 93
Gitt funksjonene
2z — 8 x2—4
f(x)_x+2 ) g<x>_(.’1¢—3)($—|—3)

a) Hvilken av figurene viser grafen til f7

b) Hvilken av figurene viser grafen til g7

N
8

_ﬂ_
8

(d) (e) ()
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Vedlegg A-F

Vedlegg A: Navn pa funksjoner

7.16 Potensfunksjoner

Gitt z,k,b € R. En funksjon pa formen
f(z) = k™ (7.3)

er da en potensfunksjon med koeffisient k£ og eksponent m.

7.17 Polynomfunksjoner

En polynomfunksjon er én av fglgende:
e en potensfunksjon med heltalls eksponent stgrre eller lik 0.

o summen av flere potensfunksjoner med heltalls eksponent
stagrre eller lik 0.

Polynomfunksjoner kategoriseres etter den stgrste eksponenten i
funksjonsuttrykket. For konstantene a, b, ¢ og d, og en variabel
x, har vi at

funksjonsuttyrykk | funksjonsnavn

ar + b | 1. grads funksjon/polynom (lineser)
az? + bx + ¢ | 2. grads funksjon/polynom (kvadratisk)
azx® +bx? + cx +d | 3. grads funksjon/polynom (kubisk)

Eksempel 1
427 — 522 + 4 er et 7. grads polynom.

%a:‘r’ — 3 er et et 5. grads polynom.
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7.18 Eksponentialfunksjoner
Gitt x,a,b,c,d € R, hvor b > 0. En funksjon f gitt som

f($) —q- bcm—f—d

er da en eksponentialfunksjon.

7.19 Logistiske funksjoner
Gitt z,a,b,c € R. En funskjon f gitt som

a

f(ﬂ?) = 1+ e—ba—0)

er da en logistisk funksjon.
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Vedlegg B: A lgse likninger ved bytte av variabel

La oss Igse likningen
r—11y/z+28 =0 (7.4)

Hvis vi ser ngye etter, innser vi at dette er en andregradslikning for
vx. Enda tydeligere blir dette hvis vi definerer variabelen u = /z, da
kan vi skrive (7.4) som

u? —1lu+28 =0
Siden (—7) - (—4) =28 og =7 —4 = —11, har vi av (2.1) at
(u—4)(u—7)=0

Altsa er
u=4 Vv u=7
Dette betyr at

Dermed er
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Vedlegg C: Eksakteverdier for utvalgte vinkler

‘ 0 ‘ 30° | 45° | 60° | 90° | 120° | 135° | 130° | 180°
: 1 2 3 3 2 1
sinz | 0 5 % % 1 % % 5 0
3 2 1 1 2 3
cosz | 1 % % 5 0 -5 | - % - % -1
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Vedlegg D: Eulers tall

Den deriverte som motivajon
Gitt funksjonen f(z) = a®. Da har vi at

z+h T

. a —a
(a®)" = lim
h—0 h
a*a — a®
= lim
h—0 h
Da x er uavhengig av h, far vi at
ah —1

z/: zl
(a7) = a” iy —5

Likningen over peker mot noe fantastisk; hvis det finnes et tall ¢ som

. g o . . . .
er slik at }ILIH(I) - L — 1, s& vil funksjonen a® veere sin egen deriverte
ﬁ.

funksjon! Altsé er da (a®)" = a®. Vi legger na merke til at hvis

sa er h
Car—1 o (a+mE) 1
= = h
1+h—1
T
=1

1
Hvis vi kan vise at grenseverdien }llin% (14 h)* eksisterer, har vi altsa
_>

funnet akkurat det uttrykket for a som vi gnsker oss.

Undersgking av grenseverdien

Vi innfgrer fglgende to funksjoner (motivasjonen for & innfgre g vil
komme fram senere):

1

fy=1+n g<h>=2—(4)h

Videre undersgker vi for hvilke verdier f er mindre enn g. Nar f = g,
har vi at

1+h:2—(iyl (7.5)
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Vi gjor na felgende observasjon: Gitt to tall ¢ og k, og funksjonen
p(h) =", hvor k >0 0og 0 < b < 1. Da har vi at

ple+k) = ple) = b —pe = b (bF — 1)
Tilsvarende er
p(c+ 2k) — plc+ k) = b°F (bk - 1)
Videre er b°T* < b¢ og b¥ — 1 < 1, som betyr at

plet+k) —ple) _ plet2k) —plctk)
k k

Dermed ma linja mellom (¢, p(c)) og (¢ + k,p(c + k)) veere brattere
enn linja mellom (¢ + k,p(c + k)) og (¢ + 2k, p(c + 2k)), og da ma
(c+ k,p(c+k)) ligge under linja mellom (¢, p(c)) og (¢ + 2k, p(c+ 2k)).

p(c+ k) -
p(c+ 2k) 4

¢ c+k c+2k

Da p(h) ikke er en linezer funksjon, ma én av disse tre pastandene
veere gyldig:

e p er konveks for alle h
e p er konkav for alle h
o p er skiftvis konkav/konveks

Men hvis p er konkav, ma det finnes et intervall hvor (¢ + k, p(c + k))
ligger over linja mellom (¢, p(c)) og (¢ + 2k, p(c + 2k)), og dette er
selvmotsigende. Altsa ma p ngdvendigvis veere konveks for alle h.

180



Av det vi akkurat har funnet, kan vi konkludere med at funksjonen
h
2 — (%) er konkav for alle h, og da 1 4+ h er et linesert uttrykk, har

(7.5) maksimalt to lgsninger. Det er enkelt & vise at h = 0 og h = % er
lgsningene til (7.5), og dette betyr at

1+h§2<i)h , xe[o,ﬂ (7.6)

—1+h
1-/ —2- (3"

N[~

Vi setter z = % for h # 0. Da er
. h . 1
lim(14+h)" = lim = (1+ -
h—0 200
Videre kan (7.6) omskrives til

1

1+ig2-(i)z L ze200] (7.7)

For z — oo kan vi derfor vaere sikre pa at

1 1\ = Y AW
l+=-<141— (=) +(1-(=)" 1- (=)
Fo<1y (4)+< (4)>+< (4))+

Hggresiden i ulikheten over kjenner vi igjen! som en uendelig geometrisk
rekke hvor summen er gitt som

Altsa er 1\
. . 1\%
lim <1+Z) < lim (47) =4 (7.8)

Z—00

1Se om geometriske rekker i TM2.
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Videre er det enkelt & vise at ligningen

1 h
1+h_2—<2>

har lgsningene h = —1 og h = 0, som betyr at
1 h
1+h22—<2) C hel0od)
P4 tilsvarende méte som vi kom fram til en gvre grense, kan vi bruke
dette til & sl fast at N
lim (1 + ) > 2
Z—00 z

Dermed vet vi at Zli)rglo (1 + %)n ligger et sted mellom 2 og 4. Da
uttrykket inneholder utelukkende positive ledd for z — oo, kan vi ogsa
veere sikre pa at grenseverdien er endelig!. Det gir derfor mening &
behandle grenseverdien som et tall, som vi kaller for e:

1 z
e = lim <1+> — lim (1 + h)%
h—0

Z—00 z

Merk

Den mest klassiske metoden for & finne en gvre og en nedre
n
grense for li)m (1 + %) er ved & bruke Binomialteoremet.
z o0

Et tilbakeblikk pa den deriverte

Derivasjon av potensfunksjoner var det som motiverte oss til a un-
dersgke tallet e. Av det vi har drgftet i de foregaende avsnittene, fglger
det at

(@) =e

Likningen over er rett og slett én av de viktigste likningene i
matematikk.

T motsetning til & veaere ubestemt. For eksempel vil lim cosz veere ubestemt, fordi
Tr—r0o0

cos z svinger mellom —1 og 1.
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Vedlegg E: Rolles teorem og middelverditeoremet

7.20 Rolles teorem

Gitt en funksjon f(z), deriverbar pa intervallet (a,b), og hvor
f(a) = f(b). Da fins et tall ¢ € [a, ] slik at f'(c) = 0.

7.20 Rolles teorem (forklaring)

Hvis uttrykket til f er en konstant, er f'(z) = 0 pa hele interval-
let, og pastanden om tallet ¢ er apenbart sann.

Hvis uttrykket til f ikke er en konstant, impliserer dette at
f har et lokalt ekstremalpunkt pa intervallet (a,b) (siden
f(a) = f(b)). La c veere dette ekstremalpunktet, av regel 7.7
er da f'(c) = 0.
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7.21 Middelverdisetningen

Gitt en funksjon f(z) deriverbar pa intervallet (a,b). Da fins et
tall ¢ € (a,b) slik at

flle) = =—F—= (7.9)

7.21 Middelverdisetningen (forklaring)

La g(x) veere den linesere funksjonen som beskriver linja som
gar gjennom punktene (a, f(a)) og (b, f(b)). Videre definerer vi

f(b) = f(a)

I (-2 + f@

hz)=f—-g=flx) -

Da har vi at h(a) = h(b) = 0. Av Rolles teorem vet vi da et det
fins et tall ¢ € (a,b) hvor h'(c) = 0. Dette betyr at
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Vedlegg F: Tangeringslinja til en graf

Introduksjon

Innen geometri er en tangeringslinje til en sirkel definert som en linje
som skjaerer en sirkel i bare ett punkt (Moise, 1974). Av denne defin-
isjonen kan det vises at

¢ en tangeringslinje star normalt pa vektoren dannet av sentrum i
sirkelen og skjeeringspunktet

e enhver linje som har et skjeseringspunkt med en sirkel, og hvor
skjeeringspunktet og sentrum i sirkelen danner en normalvektor
til linja, er en tangeringslinje til sirkelen.

(Se figur 7.1a.)

Gitt en deriverbar funksjon f(z). Innen reell analyse defineres tanger-
ingslinja til f i punktet (a, f(a)) som linja som gar gjennom (a, f(a))
og har stigningstall f’(a) (Spivak, 1994). (Se Figur 7.1b.)

(a) (b)

Figur 7.1

Det er for mange ganske intuitivt at tangeringslinjer til sirkler og tan-
geringslinjer til grafer er neert beslektet, men formalet med denne tek-
sten er a formalisere dette.

Senteret til krumningen

Gitt en funksjon 7(t) = [f(t), g(t)] der f og g er kontinuerlige og to
ganger deriverbare for alle t € R, og hvor f”(t),¢”(t) # 0. For a,h € R
setter vi b = a — h og ¢ = a + h. Videre innfgrer vi punktene

A=7a) , B=#0b) , C=c)
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I tillegg introduserer vi skriveméten k% (¢), hvor 7 erstattet med n ek-
semplar av ' viser til den n-te deriverte av funksjonen k(t) i punktet d.

La S = (S, Sy) veere sentrum i den omskrevne sirkelen til AABC. Pa
samme mate som vi finner den deriverte i et punkt ved a la avstanden
mellom to punkt pa en graf gad mot 0, kan man finne krumningen i
et punkt ved a la avstanden mellom tre punkt ga mot 0. I vart tilfelle
er krumningen beskrevet av den omskrevne sirkelen til AABC nar h
gar mot 0.

(a) (b)

Figur 7.2

Et likningssett for S
Vi har at

ﬂ: [fs _fbaga_gb]

14—6:2 [fc - favgc _ga]

La By, og Cy, veere midptunktene til henholdsvis (sekantene) AB og
AC. Da er

1 1
Bn=3(A+B) ,  Cn=5(A+0)

[9a — gb,fo — fa] er en normalvektor for B—fi, dette betyr at midtnor-
malen I; til AB kan parameterisere som

Li(p) = B + [9a — 96,5 — falp
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Tilsvarende er midtnormalen Iy til AC parameterisert ved

l2(6]) =Cn + [ga — gerfe — fa]q

S sammenfaller med skjeeringspunktet til 11 og ls. Ved a kreve at 1} =
1o, far vi et linezert likningssett med p og ¢ som ukjente. La ¢ = ¢
veere lgsningen av dette likningssettet, da vet vi at

S =Cup + (90 — 9os fo — falds

Videre er

h _ I
}llli%s—hm (C + [9a gcafc_ga]hQS)—A+[ gaafa]}llli%hQS

At grensen %im hqs eksisterer viser vi avslutningsvis, og observerer na
—0

dette: Nar h — 0, blir AS parallell med vektoren [—g., fi]. Vi har at

—

(a) = [f!,g.], og dermed er er
AS-#'(a) =0

Linja som gar gjennom punktet 7(a), og som har 7’(a) som retningsvek-
tor er altsa en tangeringslinje til sirkelen som beskriver krumningen til
7ia.

Undersgkelse av grensenverdien

Ved & lgse det nevnte ligningssettet, finner vi at

lfc(fc — fa) + folfa = fe) + 9c(9e — 9a) + 9b(ga — 9c)
2 fo(ge — ga> + fc(ga - gb) + fa(gb — 9e)

ds =

Videre er

h ’r / o /
llm qs — llm qs — 1im foa /fbfa _|—,gCga, ./gbga
h— 0h h=0  fogy + fegy — 2fag,,

Ved samme prosedyre har vi at

(fa)® + (92)?

lim g; = lim
h—0 h—0 ftlng fbga
Videre har vi at
N € et /2 N | /A LR O B A M O
ho0 fégb fbga fég{, + fég{] h—0 l;/g;) + fégl/)’ Vah + fogl
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Indeks

determinant, 96

e, 29
ekstremalpunkt, 147
ekstremalverdi, 147
eulers tall, 29

infleksjonspunkt, 151
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maksimum, 147
minimum, 147

retningsvektor
for linje, 94

vektor, 80
vendepunkt, 151
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Fasit

Kapittel 1

1.1.1 a) Dy = R Vy € R b) D; = [\/5,00],Vf € [0,00]t
c) Dy = [0, ] d) Dy =R/0,V; =R/0

?7? D, = [4,4],V; = [1,6], D, = [<6,—2) U [~2,4],V;, = [-1,3], D}, =
[—4,4),V;, = [-1,3)

Kapittel 2

7?7 Se lgsningsforslag.

7?7 a)x=0Vae=2 b)x=0Vz=-9 c)xr=0Vz=—
d)z=0ve=>2

N

2.1.9 Sa lenge vi sgker heltall, er det bare noen fa heltall som vil opp-
fylle kravet ajas = c¢, mens uendelig mange heltall oppfyller kravet
a1 +ag =b.

7?

Kapittel 3
7?7 Se lgsningsforslag.
Kapittel 4
Kapittel 5

Kapittel 6

Kapittel 7
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